POLARISATIONS ET ISOGENIES
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Résumé

Soit A une variété abélienne définie sur un corps de nombres k. Nous démontrons
qu’il existe un faisceau inversible ample et symétrique sur A dont le degré est borné
par une constante explicite qui dépend seulement de la dimension de A, de sa hauteur
de Faltings et du degré du corps de nombres k. Nous établissons également des ver-
sions explicites du théoreme de Bertrand relatif au théoréeme de réductibilité de Poin-
caré et des théoremes d’isogénies de Masser et Wiistholz entre variétés abéliennes.
Les preuves reposent sur des arguments de géométrie des nombres dans les réseaux
euclidiens constitués des morphismes entre variétés abéliennes munis des métriques
de Rosati. Nous majorons les minima successifs de ces réseaux grdce au théoréme
des périodes que nous avons démontré dans un article précédent.

Abstract

Let A be an abelian variety over a number field k. We prove that A admits a po-
larization of degree explicitly bounded in terms of the Faltings height of A, its di-
mension and the degree of k. The fact that this could be done effectively was known
only in special cases, thanks to the work of Masser and Wiistholz. We also provide
sharpened, explicit versions of their isogeny and factorization estimates, as well as of
a result of Bertrand about almost complements of abelian subvarieties. One crucial
tool is our recent period theorem and the proofs proceed through the detailed study of
lattices of morphisms of abelian varieties, endowed with euclidean metrics deduced
from suitable Rosati involutions.
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1. Introduction
Nous établissons ici plusieurs estimations explicites pour la géométrie des variétés
abéliennes sur les corps de nombres, en fonction de la hauteur de Faltings et du degré
d’un corps de définition.

Soient donc k un corps de nombres et A une variété abélienne sur k de dimension
g > 1. Nous notons «(g) = 2'%g3 puis

k(A) = ((142)%*¢” [k : Qmax (hr (A), loglk : Q] 1)*)*’

ou hr(A) est la hauteur de Faltings stable de A (avec la normalisation originale de
Faltings, voir [GR1, paragraphe 2.3]).
Notre premier résultat montre 1’existence d’une petite polarisation.

THEOREME 1.1
1l existe un faisceau inversible £ symétrique et ample sur A tel que degy A < k(A).

Nous soulignons qu’il s’agit bien d’un faisceau sur 4 et non seulement sur Ag,
par exemple ; en particulier la polarisation est définie sur k.

Cet énoncé améliore des résultats partiels (non explicites) de Masser et Wiis-
tholz : ils établissaient I’existence d’une petite polarisation dans certains cas seule-
ment. Le seul publié [MW3] est celui ou Endy A = Z. Lorsque nous avons communi-
qué le présent article a D. Masser, il nous a envoyé un texte ancien [MW4] qui n’avait
pas été diffusé jusque 1a (son contenu était seulement évoqué — sans preuves — dans
[Bo, p. 126] et [Mas]). Les auteurs y montrent ’existence d’une polarisation de A
de degré majoré par c¢;(g) max([k : Q], hr(A))2®) pour des constantes c;(g) non
calcul€es dans les trois cas (non disjoints) suivants : g < 7; Ay est simple et Endi; A
est commutatif ; Az est simple et le centre de 1’algebre Endg A ® Q est un corps de
nombres totalement réel.

Comme conséquence directe du théoreme 1.1, nous contrélons le degré d’une
isogénie de A vers une variété abélienne A" principalement polarisée, apres une ex-
tension du corps de base. Nous pouvons en fait faire ceci en exigeant beaucoup plus
de propriétés de A’.
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Dans toute la suite, nous utilisons la notation suivante pour les isogénies :
p: A=A

désigne un couple d’isogénies ¢1: A — A’ et ¢2: A’ — A et I'on note degyp =
max(deg ¢, deg¢s).
Notre résultat de décomposition de A modulo isogénies s’€nonce alors ainsi.

THEOREME 1.2

Il existe un corps de nombres k' contenant k, des entiers naturels non nuls t et
ni,...,ng, des variétés abéliennes Ay, ..., A; sur k' et un couple d’isogénies défi-
nies sur k'

t
Q. Ak/ = HA:”
i=1

de sorte que, pour tous 1 <1i,j <t,

(1) sii # j, A; et Aj ne sont pas isogénes sur K,

(2) A; est simple et Endys (A;) = Endz7(4;),

(3)  [l’ordre Endy/ (A;j) est maximal dans Endg/(A4;) ® Q,
4)  degp <«k(A)et[k' k] <k(A)S8,

5 il existe un sous-groupe G de A(k) avec CardG < k(A)'/? tel que k' est la
plus petite extension de k sur laquelle tous les points de G sont rationnels.

De plus I’énoncé est également valable si l’on remplace la condition (3) ci-dessus par

(3")  A; est principalement polarisée.

Il n’est pas possible en général d’assurer simultanément les propriétés (3) et
(3’) : nous donnerons un exemple (sur C) de classe d’isogénie de variétés abéliennes
simples dans laquelle aucun élément ne satisfait ces deux conditions (voir partie 11).

L’hypothese de maximalité des anneaux d’endomorphismes (3) entraine en parti-
culier que, dans la variété abélienne A’ = H§=1
admet un supplémentaire B/ c’est-a-dire une sous-variété abélienne B] de A’ avec
A’ = B’ + Bj et B’ N B = {0} (voir proposition 5.2). En considérant 'image réci-
proque dans A, nous en déduisons immédiatement une version explicite d’un théo-
reme de Bertrand (le texte [Be] n’est pas publié, voir un compte rendu de la preuve
dans [RU]) : toute sous-variété abélienne B de A admet un quasi-supplémentaire B
avec A = B 4+ Bj et Card(B N B;) <«k(A). Le seul défaut de cette approche est que
B n’est ici définie que sur k" méme si B est définie sur un corps plus petit. Il est
possible de pallier cet inconvénient en modifiant légerement la démonstration et nous
obtenons le résultat suivant.

n; s, P
A;", toute sous-vari€té abélienne B !
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THEOREME 1.3
Soient K une extension de k et B une sous-variété abélienne de A définie sur K. Il

existe une sous-variété abélienne By de A définie sur K telle que A = B + B et
Card(B N By) <« (A).

Les démonstrations des trois théoremes précédents sont étroitement imbriquées et
intimement liées au théoréme d’isogénie de Masser et Wiistholz (voir la série [MW 1],
[MW2], [MW3]) dont nous donnons aussi chemin faisant une version explicite.

THEOREME 1.4
Soient K une extension de k et A’ une variété abélienne définie sur k et isogéne a A
sur K. Il existe un couple de K-isogénies A = A’ de degré au plus k(A).

A titre de comparaison, dans la borne fournie par la démonstration de Masser et
Wiistholz, I’exposant de la hauteur de Faltings était au moins 2%®) au lieu de 2u(g)
ici (et la constante n’était pas explicite).

Une bonne part de nos démonstrations repose sur des arguments de géométrie
des nombres dans des Z-modules de la forme Homg (A, B) pour deux variétés abé-
liennes A et B sur un corps K. Pour définir une structure de réseau euclidien sur un
tel module, notre outil-clef est 1’utilisation d’une application de Rosati 1 généralisant
la classique involution de Rosati sur les anneaux d’endomorphismes (cas A = B). Ici
il s’agit précisément d’une application Homg (A4, B) — Homg (B, A) ® QQ définie en
fixant des polarisations sur 4 et B (voir partie 2). On vérifie alors sans peine a partir
du cas classique que ¢ — Tr(¢¢") induit une forme quadratique définie positive sur
Homg (A4, B) ® R et nous permet donc de parler de réseau euclidien. Nous lui asso-
cions alors son covolume et ses minima successifs, dont le dernier (noté simplement
A(Homg (A, B)), voir partie 3) jouera en particulier un réle pivot dans tout le texte.

Par exemple, pour démontrer le théoreme 1.1, nous plongeons le groupe de
Néron—Severi NS(A4) dans Homg (A4, ;1\) ® Q ce qui en fait a son tour un réseau eu-
clidien et notre tiche consiste a trouver un petit élément de ce réseau qui se trouve a
I’intérieur du cone ample : en transitant par des anneaux de matrices (voir partie 4)
nous pouvons faire ceci via des arguments de géométrie des nombres assez directs
qui font apparaitre A(Homg (A, ;1\)), tout au moins si A est simple.

Ensuite, nous passons aux variétés isotypiques (au sens restreint : puissance d’une
variété abélienne simple) dans la partie 5 ou se trouve aussi I’argument-clef pour le
théoreme 1.3 puis aux variétés abéliennes quelconques dans la partie 6, toujours en
exprimant les résultats en termes des quantités A(Homg (A, B)). Pour les estimer,
nous appliquons un théoréme des périodes (partie 8) qui permet de borner le degré
d’une sous-variété idoine H de A x B" et I’on montre (partie 7) A(Homg (A, B)) <
(deg H/ deg A)?.
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Le schéma de preuve décrit jusqu’ici doit cependant étre modifié pour éliminer
la dépendance en les polarisations (qui apparaissent dans la définition des métriques
et dans le degré de H). Ceci s’effectue essentiellement en remplacant a partir de
la partie 6 la variété abélienne A par Z(A) = A* x A* qui porte une polarisation
principale (astuce de Zarhin).

Bien entendu, toute cette démarche (application du théoreme des périodes, astuce
de Zarhin, réduction au cas simple) s’inspire des travaux de Masser et Wiistholz. Plu-
sieurs énoncés de notre travail correspondent donc a des résultats de [MW2], [MW3].
Toutefois nous devons souvent les compléter par de nouveaux arguments (les théo-
remes 1.1 et 1.3 sont par exemple sans équivalents) ou les raffiner afin d’obtenir un
meilleur exposant final de la hauteur de Faltings et un résultat totalement explicite.
Concretement les arguments sont donc en général repris en entier ; la seule exception
significative réside dans 1’application du lemme de I’indice de classe [MW3, p. 8]
dans notre lemme 5.3 ; méme dans ce cas, nous ne I’employons qu’une fois contre
deux dans [MW3] car leur lemme 4.2 découle en fait directement du théoréme de
Minkowski dans Homg (A, B) (voir proposition 4.1 ci-dessous).

Revenons maintenant sur le role du théoreme des périodes. Son application est
une étape cruciale de la démonstration. Ici nous employons la version raffinée que
nous avons donnée dans [GR1]. Sa forme précise, qui sera rappelée en détail dans
la partie 8 (avec en particulier 1’utilisation du minimum essentiel (-, -) au lieu d’une
simple norme de période), est pratique pour simplifier un peu 1I’argument mais n’est
pas déterminante, au sens ol, méme en utilisant le théoréme des périodes initial de
Masser et Wiistholz, les techniques du présent texte permettent de démontrer tous les
théoremes ci-dessus, en dehors de la forme explicite des constantes.

En ce qui concerne la taille de I’exposant «(g), les deux améliorations les plus dé-
terminantes sont 1’usage de notre théoreme des périodes explicite [GR1] et le
lemme 7.2 qui remplace efficacement une récurrence cotiteuse dans [MW?2]. Plusieurs
raffinements secondaires contribuent aussi a maitriser 1’inflation des exposants. Qu’il
reste tout de méme un facteur 2!° dans «(g) vient principalement de 1’utilisation
de Z(A) au lieu de A : la multiplication de la dimension par 8 cofite cher. De son
coté, le facteur g3 représente une simplification d’une expression dépendant de la
décomposition de A en facteurs simples apres isogénie (voir I’exposant de P dans
la démonstration du lemme 9.3) et pourrait donc étre réduit dans des cas particuliers
(par exemple si A est de la forme Ag alors g3=n3 gS peut étre remplacé par n> g(3) ou
go = dim Ay). Enfin, le fait que la méme constante x (A) apparaisse dans nos quatre
théoremes est partiellement arbitraire : on pourrait la diminuer légerement dans cer-
tains cas (voir partie 6 ou les différents résultats sont séparés).

Il est un cas (déja traité dans [GR1]) ou les bornes sont nettement meilleures, au
premier chef parce que ’emploi de Z(A) est inutile : celui des courbes elliptiques.
Nous décrivons la situation en partie 10.
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Concluons cette introduction par un corollaire du théoreme 1.3 de nature un peu
différente. Si B est une sous-variété abélienne de A, on sait (voir [GR1, paragraphe
2.3]) contrdler la hauteur de Faltings de B en fonction de celle de A et du degré de B
relativement 2 une polarisation de A. Ceci se fait en considérant I’isogénie B x B+ —
A. Ici nous pouvons nous affranchir de la présence du degré de B (quitte a faire
apparaitre [k : Q]) en considérant I’isogénie B x By — A déduite du théoreme 1.3
de degré < k(A). Il est méme possible d’exprimer le résultat a ’aide de la hauteur
de Faltings h r k (-) relative a un corps de nombres K c’est-a-dire obtenue sans faire
d’extension pour avoir un modele semi-stable.

COROLLAIRE 1.5

Soient K une extension finie de k et B une sous-variété abélienne de A définie sur K.
Alors

1
hr.k(B) <hpg(A)+ B logk(A).

En particulier en choisissant K assez grand nous avons toujours hp(B) <
hr(A)+ (1/2)logk(A).

De fagon analogue, les variétés abéliennes A; du théoreme 1.2 peuvent étre choi-
sies de sorte que hp (A;) <hp(A) + (1/2)logk(A).

2. Métriques de Rosati

Dans cette partie, nous introduisons la structure euclidienne sur les réseaux de mor-
phismes qui sera d’usage constant dans la suite du texte. Nous travaillons sur un corps
K de caractéristique nulle. On désigne par K une cloture algébrique de K.

Commencons par quelques rappels sur les morphismes de variétés abéliennes.
Soient A et B deux variétés abéliennes sur K. Pour une extension K’ de K, notons
Homg/ (A, B) I’ensemble des morphismes de variétés abéliennes de A vers B définis
sur K’ (c’est-a-dire formellement les morphismes de Ag+ vers Bg-). Lorsque A =
B on écrit Endg/(A) pour Homg (A, A). La loi de B munit Homg (A, B) d’une
structure de groupe abélien qui se trouve étre un Z-module libre de rang fini [Mu,
Théoreme 3, p. 176]. Méme si nous le rappelons de temps a autre pour le confort du
lecteur, la lettre g désigne toujours la dimension de A.

Un morphisme ¢: A — B est appelé isogénie lorsqu’il est surjectif de noyau
fini. Lorsqu’un tel ¢ existe, A et B sont dites isogenes et cela entraine en particu-
lier dim B = g. Le degré de ¢, noté degg, est le cardinal de son noyau. Si ¢ €
Homg (A, B) n’est pas une isogénie, on pose degg = 0. Lorsque ¢: A — B et
7: B — C sont des isogénies alors 7 o ¢: A — C est une isogénie de degré
(degp)(deg 7). L’application degré s’étend a Homg (A, B) ® R en un polynéme ho-
mogene de degré 2g (une somme de produits de 2g formes linéaires) : si A = B cela
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découle du théoreme 2 de [Mu, p. 174]; si A et B ne sont pas isogenes c’est le poly-
ndme nul ; si elles sont isogeénes, on se ramene au cas A = B en composant avec une
isogénie fixée.

Nous rappelons la notion de trace dans le cas A = B.

Définition 2.1
Pour ¢ € Endg A ® R, la trace de ¢, notée Tr(¢), est I’opposé du coefficient de
X248~ du polyndme deg(Xidyg — ¢).

Pour mémoire nous citons les propriétés de base de cette trace (voir [Mu] pour
plus de détails et en particulier le théoreme 4 p. 180 pour I'intégralité).

Propriétés 2.2
Soient ¢, 7 € Endg A @ Ret x € R.

(1)  Sig € Endg A alors Tr(gp) € Z.
2)  Tr(e + xt) =Tr(p) + x Tr(z).
3) Tr(¢ o t) =Tr(t 0 ).

(4)  Latrace de la multiplication [m]: A — A par un entier m est Tr([m]) = 2gm.

Lorsque A est K-simple, un élément ¢ € Endg(A) est une isogénie des que
¢ # 0 et Endg(A4) ®z Q est un corps (gauche). Sa dimension sur QQ égale a d =
rg; Endg (A) vérifie, en raison de ’hypothese de caractéristique nulle, I’importante
relation de divisibilité : d | 2g (voir [Mu, Remarque p. 182] : I’argument n’est donné
que pour K algébriquement clos mais vaut en général car si K C C alors Endg(4) ®
Q agit fidelement sur 2 4. ® Q méme si Ac n’est pas simple).

Notons 6 la représentation réguliere (a2 gauche) de Endg (A4) : si ¢ € Endg(A)
alors 6, associe a T € Endg (A) le morphisme 6,(t) = ¢ o t. Dans le cas ou 4 est K-
simple comme ci-dessus, nous avons (deg¢)? = (det 6,)?¢ et cela entraine Tr(p) =
(2g/d) Trace(6,) ou, pour la distinguer de Tr, nous notons Trace(-) la trace usuelle
des matrices ou des endomorphismes (ici d’un Z-module libre). Pour la suite, nous
retiendrons de cette discussion I’énoncé suivant.

LEMME 2.3
Si A est simple alors la trace Tr sur Endg (A) est un multiple entier de la trace
intrinseque définie par la représentation réguliere.

Considérons deux variétés abéliennes A et B. Soient t1: A<~ AX B, 15: B~
Ax Betp: AXxB— A, po: Ax B — B respectivement les injections et projec-
tions canoniques. A un élément ¥ € Endg (A x B) sont associés Yr; = py oy oy €
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Endk(4), Y2 = p1 o ¥ o1, € Homg (B, A), ¥3 = p o Y o011 € Homg (A4, B) et
Y4 = pa oY oty € Endg(B). Ce procédé induit un isomorphisme naturel de Z-
modules

Endx (A x B) =Endg(A) & Homg (B, A) @ Homg (A, B) @ Endg (B).

Il est plus judicieux de considérer 1’écriture de I’élément y sous forme matricielle
(g; zi) car alors le membre de droite de la décomposition ci-dessus, muni de la
structure d’algebre donnée par le produit des matrices, est isomorphe en tant que Z-
algebre a Endg (A x B). On vérifie alors Tr(y) = Tr(y¥1) 4+ Tr(¥4).

Notons A = Pic? (A) la variété abélienne duale de A. A tout faisceau inversible
&£ sur A est associé le morphisme ¢pg: A — A défini par ¢z (x) =15L ® £7! ou
Tx: A — A est la translation par x € A (voir [Mu, p. 60]). Ce morphisme est une
isogénie si et seulement si £ est ample et s’appelle alors une polarisation. On a
degpy = h°(A, £)?. La polarisation est dite principale lorsque ce degré vaut 1 (¢g
est un isomorphisme). Dans la suite, par abus de langage, nous confondrons souvent
la polarisation (I’isogénie) et le faisceau inversible ample qui la définit. Ce dernier
n’est certes pas unique mais 1’ambiguité est sans conséquence car toutes les notions
que nous utiliserons (involution de Rosati, degré...) ne dépendent bien que de la
polarisation. La seule difficulté provient du corps de définition car une polarisation
peut étre définie sur un corps donné (comme isogénie) mais ne s’écrire ¢ que sur
une extension : nous serons alors bien entendu plus précis (voir lemme 4.2).

La définition de nos métriques repose sur la notion suivante d’application de Ro-
sati : elle confere plus de souplesse que I’involution de Rosati usuelle (par rapport a
I’usage qu’en font Masser et Wiistholz par exemple).

Définition 2.4

Etant donné deux variétés abéliennes polarisées (A4, £) et (B, M), I’involution de Ro-
sati généralisée est1’application linéaire de Homg (A, B) ® Q dans Homg (B, A) @ Q
qui a ¢ associe

ol i=¢%' cPodu

oug: B — Aestle morphisme dual.

Dans le cas ol £ est une polarisation principale, on a ¢ € Homg (B, A) lorsque
¢ € Homg (A, B) mais ce n’est pas le cas en général.

Lorsque (4, £) = (B, M), cette définition est bien sir celle de I’involution de
Rosati classique (voir [Mu, p. 189]). Au demeurant, lorsque ¢ € Homg (4, B) ® Q,
on vérifie que ¢ est 'image de ¢, vu comme élément de Endx (A4 x B) ® Q, par
I’involution de Rosati classique associée a (4 x B, £ X M) (en utilisant i3 0 ey =
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Puopretiyody' =dpk o P1;:onrappelle lanotation £ XM = pfL ® p3M).
Ceci se traduit dans la décomposition ci-dessus par I’égalité

p_ (v i

vi=los s

Vo Yy
pour ¥ € Endg (A x B) ® Q. De la sorte les propriétés de I’involution de Rosati
usuelle se transmettent & cette application généralisée. Par exemple, on a (¢7)T = ¢
et (top)T =¢TorT pour 9 € Homg (4, B) @ Q et t € Homg (B, C) ® Q (ou C est
une variété abélienne polarisée). En particulier ¢ — ¢ est une authentique involution

sur Homg (A, B) ® Q @ Homg (B, A) ® Q. Comme le degré est invariant par dualité,
on a également

hO(B,tM))Z'

T —
dego _deg¢(h°(A,§£)

Ainsi, sur Endg A4, I’involution de Rosati préserve le degré et la trace.

Définissons a présent la structure euclidienne sur Homg (A4, B) ® R qui joue un
role crucial dans toute la suite. L’involution de Rosati s’étend en une application li-
néaire de Homg (A4, B) ® R dans Homg (B, A) ® R. La forme bilinéaire (¢, 1) >
(p,7) = Tr(pt") est symétrique et elle induit la forme quadratique q4,B) (@) =
Tr(pe™) sur Homg (4, B) @ R.

PROPOSITION 2.5
Dans la décomposition ci-dessus, on a qaxB = q4 D q(B,4) D 94,B) D qB.

Démonstration
Soit ¥ = (5; zi) Ona

—

vyt = (Wﬂf +yayl Yyl + lﬂzlﬂi)
VUl +vavl vl 4+ vayf

et done Tr(y) = Tr(Y1 ] + Vo)) + Te(Ya v +vavd) = ga(¥1) +4(s,4) (W2) +
q4,8)(V3) + q(Ya). O

On sait que g 4x g est une forme quadratique définie positive (voir [Mu, p. 192]).
Par la proposition, il en est donc de mé€me pour g4, gy, qui définit ainsi une structure
euclidienne sur Homg (A4, B) ® R.

Définition 2.6
La métrique de Rosati sur Homg (A4, B) ® R est celle donnée par la norme euclidienne

lo| := /Tr(peT) pour ¢ € Homg (A4, B) ® R.
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Cette métrique dépend de A, B et des polarisations choisies. La proposition 2.5
montre que la somme directe Endg (A) ® R @ Homg (B, A) ® R @ Homg (A4, B) ®
R @ Endg (B) ® R est orthogonale, isométriquement isomorphe a (Endg (A4 X B) ®
R,| - |). De plus, I’involution de Rosati induit une isométrie de (Homg (A4, B) ®
R, q(a,p)) dans (Homg (B, A) ® R, (B, 4)). Lorsque les deux polarisations sont prin-
cipales, cette isométrie met en bijection Homg (A4, B) et Homg (B, A).

PROPOSITION 2.7
Soient A, B, C des variétés abéliennes polarisées. Soient ¢ € Homg (A, B) @ R et
7t € Homg(B,C)Q®@R. Ona |togp| <|t|-|p|

Démonstration
Ona

[togl? =Tr(rogop ot =Tr((x 0r) 0 (poph)) = (popl rorl

donc |t 0 ¢|? < |p 0 ¢T| - |t o tT| par Cauchy—Schwarz. En voyant ¢ et ¢t comme
des éléments de Endg(4 x B) ® R, on a |¢ o ¢f| < |¢||et| = |¢|® par [MW2,
Lemme 2.2]. ]

On peut donner une expression de g4, 5) en termes de nombres d’intersection.

PROPOSITION 2.8
Soit ¢ € Homg (A, B). Ona

2g _
= L7 p* M).
q9(4.8)(9) ( °<,5.g)( ¢~ M)
Démonstration
Notons b = dim B et # = £ X M. Soient ¥ € Endg (A4 x B) et (a zi) son ex-

pression matricielle. On a Yy*H = (YL ® Y3 M) X (Y5 £ ® ¥; M) et le produit
d’intersection € F0~1 . y* 3¢ sur A x B vaut

(g +§ - 1)(;ﬁ'g BMOTH) g+ (g +£ B 1)($‘g‘1 B MP) -y H

= (g +§ B 1) (M YT L+ My I

+ (g +2’ - 1) (MO)LET i+ 257y M).
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Le théoreme 1 p. 192 de [Mu] (qui n’est autre que la présente proposition pour A = B)
fournit la formule

2(g +b)

Geathy HETTH )

qax(¥) =

ainsi que des expressions analogues pour g 4 (V1) et ¢ (¥4). En utilisant encore 1’éga-
lité

(JE+D) = (g ; b ) (&%) (M)

nous aboutissons a

2b
(MP)

28
(£%)

Gax (W) = e (M7 Y5 L)+ qp(Va) + qa(¥) + o (£,
Il ne reste plus qu’a identifier les termes dans la décomposition de g 4xp donnée par

la proposition 2.5 pour conclure. 0

Le Z-module libre Homg (A, B) est maintenant un réseau dans I’espace euclidien
(Homg (A, B) ® R, | - |) et nous notons vol(Homg (A4, B)) son covolume (voir les
rappels faits dans la partie suivante).

PROPOSITION 2.9

Le produit v(A, B) := vol(Homg (A, B)) vol(Homg (B, A)) est un entier > 1 qui ne
dépend pas du choix des polarisations sur A et B. En particulier vol(Endg (A)) > 1
ne dépend pas du choix de la polarisation sur A.

Démonstration

Soit e = (ey,...,ey) une base orthonormée de Homg (4, B) ® R. Alors ef = (eI,
e ejl) est une base orthonormée de Homg (B, A) ® R par isométrie. Soient (¢1, ...,
¢q) une Z-base de Homg (A, B) et A € Mat, (R) sa matrice dans la base e. Soient
de méme (71, ...,747) une base de Homg (B, A) et B = (b;,;);,; sa matrice dans la

base e'. Par définition on a v(A, B) = | det 4||det B|. Comme r}L = Zflnzl bm,jem,
le terme général de AB est égal au produit scalaire (¢;, ‘E;). On a donc v(4, B) =

| det(Tr(@;i 7)), |- Cette expression, qui ne dépend pas des polarisations, est entiére
car Tr(¢;tj) € Z pourtous i, j. O

La formule donnée pour v(A4, B) au cours de cette démonstration nous donne
également les calculs de volumes suivants.
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COROLLAIRE 2.10

Pour toute variété abélienne A on a vol(Endg ;1\) = vol(Endg A) et, si [’on définit
Z(A) = (A x A)*, alors

vol(Endg (Z(A))) = vol(Endg 4)*2v(4, A)*°.

Démonstration

Si (g1, ..., god) est une base du réseau Endg (A), alors (¢ s ¢4) est une base du ré-
seau Endg A. La formule donne donc vol(Endg A)2 = v(A, A) = | det(Tr(G;;))i.; |-
Comme @;@; = ¢;¢; et qu'un endomorphisme et son dual ont méme trace, on a
Tr(¢i®;) = Tr(pig;) et donc vol(Endx A) = vol(Endg A). On déduit par ailleurs de
la proposition 2.5 1’égalité

vol(EndK(A X B)) = Vol(EndK(A)) Vol(EndK(B))v(A, B)

pour toutes variétés abéliennes A, B. En particulier on a vol(Endg ((4 x B)?)) =
vol(Endg (A4 x B))* puis

Vol(EndK (Z(A))) = VOl(EHdK(A X X))IG
= (vol(Endg A) vol(Endg 1:1\)0(14’ ‘:1\)) '

On conclut en utilisant vol(Endg ;1\) = vol(Endg A). O

Dans ce corollaire, toutes les quantités qui apparaissent sont indépendantes de
choix de polarisations. Par exemple, 1’inégalité vol(Endg A) < vol(Endg (Z(A)))'/32
permet d’estimer le premier terme sans introduire de polarisation sur A mais avec une
polarisation principale sur Z(A).

L’énoncé suivant ramene entre autres un probleme de petit degré d’isogénie a
celui d’une petite norme d’isogénie.

PROPOSITION 2.11

Pour tout ¢ € Homg (A, B) R, on a

|p|?¢ h°(4, £)
(28)% hO(B, M)’

degyp <

Démonstration

Lorsque (A4, £) = (B, M), cette inégalité est une conséquence de 1’inégalité arith-
mético-géométrique comme 1’ont montré Masser et Wiistholz [MW2, Lemme 2.3].
Dans le cas général, par homogénéité du degré, on peut supposer que ¢ € Homg (A4, B)
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et méme ¢ € Homg (B, A). Nous supposons aussi que ¢ est une isogénie car sinon
deg ¢ = 0. En particulier on a dim A = dim B. Considérons I’isogénie

t
w:(g %)eEndK(AxB)

de degré

hO(B,M))Z

deg ¥ = (degp)(degp’) = (deg w)z(m

par la formule pour degg’ vue plus haut. Par ailleurs, on a |¥|? = |¢T|?> + |¢|? =
2|@|2. On déduit alors la proposition du cas connu deg ¥ < |/ |*€ /(4g)?%. O

On notera que lorsque A et B sont des courbes elliptiques munies de leurs pola-
risations principales il y a égalité |¢|? = 2deg ¢.

3. Préliminaires de géométrie des nombres
Nous présentons dans cette partie les outils de géométrie des nombres utilisés de
maniere cruciale pour les réseaux euclidiens Homg (A, B) avec leurs métriques de
Rosati et, plus ponctuellement (partie 8), pour les réseaux de périodes de variétés
abéliennes complexes.

Soit © un réseau (cocompact) d’un R-espace vectoriel euclidien (E, (-,-)) de
dimension n. Dans ce texte, nous utiliserons seulement les premier et dernier des
minima successifs d’un réseau. Nous faisons usage des notations suivantes :

A(R2) =min{|x|; xeQ\ {0}}

et A(S2) est le minimum des nombres réels A > 0 pour lesquels il existe une fa-
mille libre (wq,...,wy,) de Q telle que |w;| < A pour tout i € {I,...,n} (| -| est
la norme associée au produit scalaire sur E). Nous notons vol(£2) le covolume de
Q relatif a la mesure de Haar donnée sur E par une base orthonormée de E, qui

s’exprime en termes de déterminant d’une Z-base (wy,...,w,) de 2 par la formule
vol(2) = det((a)i,a)j))}/;i,jsn. Si U est un sous-réseau de €2, ’indice [2 : U] est

égal au quotient vol(U)/ vol(2) et, en particulier, on a vol(£2) < vol(U). L’inégalité
d’Hadamard donne la majoration vol(£2) < A(£2)". On dispose aussi des premier et
second théoremes de Minkowski, que 1’on donne ici sous une forme affaiblie.

LEMME 3.1
Avec les données ci-dessus, on a

M) < Vnvol()Y" et MQ)TTAR) < /n" vol().
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Démonstration

La premiere inégalit¢ découle de la seconde, qui est un cas particulier du théo-
reme 2.6.8 de [Mar] (on utilise la majoration y, < n de la constante d’Hermite qui se
déduit de la remarque 2.7.5 ibid. pour n > 2). L

Nous donnons a présent plusieurs formules ou intervient le dernier minimum A
d’un réseau de la forme Homg (A, B). Certaines sont tout a fait élémentaires : par
exemple, dans une situation produit, une décomposition en somme orthogonale du
méme type que celle de la proposition 2.5 donne A(Homg(A x B,C)) =
max(A(Homg (A, C)), A(Homg (B, C))). Notons aussi que si la polarisation sur A4
est principale alors A(Homg (A4, B)) > A(Homg (A, B)) > 1 car ici la forme g4, p)
prend des valeurs entieres sur Homg (A4, B).

Pour assurer qu’un morphisme entre variétés abéliennes est une isogénie, nous
utiliserons 1’énoncé suivant.

LEMME 3.2
Soient A, B des variétés abéliennes définies sur K et K-isogenes de dimension g. Il
existe une K-isogénie ¢ : A — B telle que

hO(A, £)

m)A(HomK(A, B))Zg.

degy < (2g)¢ (

Démonstration

On applique le lemme de Siegel d’évitement [GR2, Théoreme 1.1] au polyndme
P = deg sur I'espace £ = Q ® R avec 2 = Homg (A4, B) et M = 2g. On obtient
I’existence de ¢ avec degp # O et |¢| <2gA(Homg (A, B)). On conclut avec la pro-
position 2.11. O

Si K’'/K est une extension de corps, I’inclusion Homg (A, B) C Homg/ (A, B)
est en général stricte. Néanmoins, apres extension de corps finie, il y a égalité : il existe
une extension galoisienne finie K;/K telle que Homg, (4, B) = Homz (A4, B). Pour
descendre les isogénies définies sur K a4 K nous passerons par un argument de trace,
formalisé dans 1’énoncé suivant.

LEMME 3.3

Soient A et B deux variétés abéliennes polarisées définies sur K. Pour toute extension
galoisienne finie K de K, nous avons A(Homg (A4, B)) < [K; : K]A(Homg, (4, B)).

Démonstration
Soit (¢1,...,¢4) une famille libre maximale de Homg, (A4, B) telle que |¢;| <
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A(Homg, (A, B)) pour touti € {1,...,d}. Pour chaque élément o du groupe de Ga-
lois G de K;/K, considérons o(¢;) € Homg, (A, B) et posons ¢; := Y .5 0(¢i).
Naturellement invariant par G, le morphisme ¢; est défini sur K. De plus, comme
les variétés abéliennes polarisées A et B sont définies sur K, I’action de G com-
mute a I’involution de Rosati et respecte la trace donc |o(¢)| = |¢| pour tout ¢ €
Homg, (A, B). On en déduit la borne |¢;| < [K; : K]A(Homg, (4, B)) pour tout i.
Pour conclure, il suffit d’observer que ¢1, ..., ¢z engendrent Homg (A, B) ® Q. Pour
cela, considérons f € Homg (A4, B) C Homg, (A4, B). 1l existe ay,...,aq € Q tels
que f = Zflzl a;¢;. Parsuite [Ky : K] f =) cq0(f) = Zle a;@; d’ou le résul-
tat. L

La proposition 2.7 se traduit par la formule suivante.

LEMME 3.4
Soient A, B, C trois variétés abéliennes définies sur K. Supposons que A ou B est

isogene a une sous-variété abélienne de C. Alors on a A(Homg(A4,B)) <
A(Homg (A, C))A(Homg (C, B)).

Démonstration

Soit (¢1,...,¢4) (resp. (t1,...,7T.)) une famille libre maximale du Z-module
Homg (A, C) (resp. de Homg (C, B)) telle que |¢;| < A(Homg (A, C)) pour tout
i €{l,...,d} (resp. |tj| < A(Homg(C, B)) pour tout j € {1,...,e}). Comme la
proposition 2.7 donne |t; o ¢;| < |t;||¢;i|, il suffit de vérifier que la famille F =
{tjowi;1<i<d,1 <j<e}déléments de Homg (A, B) contient une famille libre
maximale. Pour le voir, montrons que 1’orthogonal dans Homg (A4, B) ® R de I’es-
pace vectoriel engendré par F est réduit a {0}. Soit f dans cet orthogonal. Pour
tous i, j, ona 0= (f,7; 0¢;) = (f o ¢],7;) = (t] o fi) donc f 0@ =0 et
‘L'; o f =0. Ainsi f ou =0 pour tout ¥ € Homg(C,A) @ R et v o f =0 pour
tout v € Homg (B,C) ® R. Si A est isogéne a une sous-variété abélienne de C, il
existe une surjection u: C — A. Dans I’autre cas, I’hypothese fournit un morphisme
v: B — C de noyau fini. Dans les deux cas, on peut conclure f = 0. L

Présentons maintenant I’estimation des minima du réseau des périodes d’une
variété abélienne complexe. Soient A une variété abélienne définie sur C et £ un
faisceau inversible ample sur A. On note g la dimension de A et 24 le réseau
des périodes de A. Soit 14 I’espace tangent (complexe) a 1’origine de A. Au fais-
ceau £ est attachée sa forme de Riemann H : 4 x t4 — C (produit hermitien). No-
tons E(x,y) =Im H(x, y) la forme alternée induite par H. L’application (x, y) >
Re H(x,y) = E(ix,y) définit un produit scalaire sur 74 vu comme R-espace vec-
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toriel (de dimension 2g). On note e(£) I’exposant de £ (c’est-a-dire 1’exposant de
groupe fini Kergg).

PROPOSITION 3.5
Onal <A(QgAR24) <2ge(L).

Démonstration

Considérons le réseau polaire Q% = {x € 14;Vw € Q4, E(ix,w) € Z} de 24. On
a Q4 CiQY et dapres [BL, p. 37], le quotient i Q2% /24 s’identifie au noyau de
I'isogénie ¢pg . Ainsi e(£)i Q% C Q4 CiQ7%. De plus la multiplication par i surt4 est
une isométrie (propriété qui découle des formules E(ix,iy) = E(x,y) et E(x,y) =
—E(y,x)). Ontrouve ainsil’encadrement A (2%) < A(224) < e(£)A(£2%).On conclut
au moyen du théoréme de transfert de Banaszczyk [Ba, Théoréme 2.1] qui s’énonce
ici sous la forme 1 < A(Q%)A(24) <2g. O

Le théoreme de Banaszczyk étant en fait plus général, les autres minima A (2 4) =
A1(R4) <+ < A24(R24) = A(R24) du réseau des périodes satisfont un encadrement
analogue, 1 < A;(Q4)A2g+1-£(24) <2ge(L) pour tout £ € {1,...,2g}.

Comme I’exposant de £ divise h°(A, £), on en déduit I’énoncé suivant.

COROLLAIRE 3.6
Onal <A(QOARQ4) <2gh°(A, ).

4. Variétés abéliennes simples

Dans cette partie, nous supposons que la variété abélienne A est définie sur un corps
K de caractéristique nulle et qu’elle est K-simple. Nous établissons alors des bornes
dans la direction des théorémes principaux pour A en fonction de volumes de réseaux
de la forme Homg (A4, A").

Le point de départ est la remarque élémentaire que si A’ est définie sur K et
K-isogeéne a A alors tout élément non nul de Homg (A, A’) est une isogénie. Ce fait
de base permet déja de donner 1’énoncé suivant, dont I’assertion (1) est le théoreme
d’isogénie dans le présent cadre.

PROPOSITION 4.1
Soit A" une variété abélienne définie sur K et isogene a A sur K. Soient £ et £’ des
polarisations sur A et A" définies sur K et notons d le rang de Endg (A).

(1) 1l existe une isogénie ¢ € Homg (A, A’) telle que

0
degop < (i)g (4, L) vol(Homg (4, A/))zg/d.

2¢) HWO(A, £
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2) Le dernier minimum vérifie

A(Homg (4, A))

d\4/2, h°(A,£) \(@-1)/2¢ )
< \/2g(£> (—hO(A’,éli’)) vol(Homg (4, A")).
Démonstration

Nous choisissons ¢ € Homg (A4, A”) avec |¢| = A(Homg (A, A")). Alors par la pro-
position 2.11

o8 h°(A,£)  A(Homg (A, A")% h%(A, %)
(29)% ho(A",. L) (2g)¢ hO(A!, £')

I <degy =<

Cette relation donne (1) via le premier théoreme de Minkowski A(Homg (A4, A”)) <
Vd vol(Homg (4, A’))Y/? (lemme 3.1). Elle entraine aussi I’inégalité

ho(A’, £\
A(Homg (4, 4")) > @(W)l ¥

qui, combinée au second théoréeme de Minkowski
A(Homg (A, A'))* ™" A (Homg (A, A")) < d%/? vol(Homg (A, A')),

fournit directement (2). 0

Si nous appliquons la premiére assertion au couple (A’, A) nous obtenons un
couple d’isogénies ¢: A — A’ et ¢’: A" — A avec

degpdegg’ < (j_g)zg (vol(Hom (A, 4')) vol(Hom (4", 4)))*/.

Ceci s’écrit deg @ deg ¢’ < ¢&/? si ¢ est le discriminant croisé associé 2 4 et A’ in-
troduit par Masser et Wiistholz [MW3, p. 15], comme on le voit avec la formule
pour v(A, A”) donnée dans la démonstration de la proposition 2.9. Notre proposition
donne donc une démonstration plus directe (qui n’utilise pas 1’indice de classe) de
leur lemme 4.2 (il est énoncé sous la forme faible deg ¢ < ¢€ mais sa preuve fournit
bien en fait deg ¢ deg ¢’ < c&/?).

Notre deuxieme étape, qui constitue la principale innovation du présent texte,
consiste a contrdler une polarisation de A. En spécialisant A’ = A dans ce qui pré-
cede, nous savons trouver une petite isogénie A — A ; notre tache est d’en trouver une
qui soit effectivement une polarisation c’est-a-dire de la forme ¢ pour un faisceau
inversible ample N sur A. Si nous omettons momentanément 1’amplitude, le résultat
suivant répond a la question. Rappelons que pour tout faisceau inversible N sur A on
ady = du (voir [MvdG, (7.8)]).



2074 GAUDRON et REMOND

LEMME 4.2
Si ¢ € Homg (A, A) vérifie ¢ = @ alors il existe un faisceau inversible symétrique N
sur A défini sur K tel que ¢ = 2¢.

Démonstration
Sur K nous pouvons utiliser les arguments de Mumford [Mu] : I’assertion (3) p. 190
montre ¢ = ¢ pour un Q-faisceau inversible M sur K (car (¢3! 0 9)T = ¢! o

(' op)odpg =dg' 0o Po g, oy = dy' o) puis, comme dans la remarque
p. 189, le théoréme 3 p. 231 entraine que 1’on peut choisir M € Pic(A%) (en effet si
MON ¢ Pic(Ag) alors ¢ yon = N¢ donc Ker[N] C Ker¢ yonv = K(M®N) d o,
par le théoreme, M®N = (M")®Y pour un certain M’ € Pic(A%)).

Montrons a présent que N = M ® [—1]*M convient. Nous avons bien ¢ =
M+ P—17*m = 204 = 2¢ ainsi que [—1]* N = N etil reste a voir que N est défini
sur K. Si o € Gal(K/K) alors dom) = 0(Pm) = dmu car ¢y = ¢ € Homg (4, ;1\)
Par suite 0 (M) ® M®~! € Ker¢ = Pic®(A%). En particulier cet élément est antisy-
métrique ce qui s’écrit [—1]*(0(M) @ M® 1) ~ ¢(M)®! ® M ou encore
[—1]*o (M) ® 0(M) >~ M ® [—1]*M. Nous en déduisons o(N) >~ N pour tout
o € Gal(K/K) ce qui montre bien que N est défini sur K. O

Alternativement (voir [MvdG, (11.1)]), on peut montrer ce résultat en prenant
N = (id, )* P ou P est le faisceau de Poincaré sur A x A

Voyons maintenant comment caractériser 1’amplitude. Nous utilisons pour cela
un critére matriciel basé sur la classification d’Albert des algebres a anti-involution
positive. Nous verrons apparaitre des algebres de matrices Matg(IK) ol § est un en-
tier naturel et K I’un des trois corps R, C ou H (le corps des quaternions de Ha-
milton). Une telle algebre porte une anti-involution de transconjugaison M +— M*
obtenue en transposant la matrice et en appliquant aux coefficients la conjugaison de
K (qui est I’identité si K = R). Les matrices M telles que M = M* seront dites
hermitiennes et leur ensemble sera noté #s(KK). Elles admettent des valeurs propres
réelles (pour H voir [Mu, p. 210]) et sont dites (définies) positives lorsque ces va-
leurs propres sont (strictement) positives. Si M € Matg(K) alors MM* € J#5(K)
est positive et I’on définit la norme de Hilbert—Schmidt de M comme la racine car-
rée de la somme des coefficients diagonaux (réels positifs) de MM * c’est-a-dire
|M |3 = Trace(MM*). Lorsque M est hermitienne, || M |75 s’écrit aussi comme
la somme des carrés des valeurs propres de M . Tout ceci est tres classique pour R ou
C; pour H nous n’utiliserons ci-dessous que le cas évident § = 1 mais les proprié-
tés valent aussi en général (on pourra consulter [FP]). Enfin nous étendons ces no-
tions au cas d’un r-uplet M = (My, ..., M,) € Matg(K)" par M* = (M,.... M),
IM||Zg = >"1_, | M;||3s et M est dit défini positif si les M; le sont.
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Pour énoncer la forme précise de notre critere d’amplitude, nous avons encore
besoin de fixer des polarisations &£ et £ sur A et A définies sur K telles que pgope =
[m] pour un entier m > 1. Le paragraphe 14.4 de [BL] assure I’existence d’un tel
couple (en fait on peut définir £a partir de £ comme dans le lemme précédent et
montrer son amplitude comme dans le lemme ci-dessous).

LEMME 4.3
Il existe un corps K € {R,C,H}, deux entiers §,r > 1 et un isomorphisme de R-
espaces vectoriels 1 Homg (A, A) ® R — Matg(K)" tel que

(1)  sip € Homg (A, A) ® R alors «(§) = t(p)*,
(2)  si N €Pic(A) alors N est ample si et seulement si 1(¢p ) est défini positif,

(3)  lanorme |-| sur Homg (A, //1\) ® R définie par L et fcorrespond viat a un
multiple de || - ||us,

4) onard <getdimg Hs(K)" <3g/2.

Démonstration
Nous commengons notre construction par 1I’isomorphisme

0: HomK(A,;l\) ®R — Endg A ® R,
1
(p —> _(Z)f (o] (p

(d’inverse ¥ > m ™ 2¢¢ o V). Lorsque Endg A ® R est muni de I’involution et de
la métrique de Rosati associées a &£, nous avons pour ¢ € Homg (4, 4A) ® R
00) = ——43" 0 Fodg o de = Vimdz' 0§ = —=g 09 =0
(@' = \/—ﬁfﬁx cpopsope = mpy o= ﬁ¢$o(p— (®)

(en utilisant q/S;E =¢g)et

10(0)|> = Tr(8(@)8(9)) = Tr(pg 0 p 0 p3" 0 P)
=Tr(po ¢z 0cPody) =Tr(pp’) = p*.

Maintenant Endg A ® QQ est un corps muni d’une anti-involution positive f et rentre
donc dans la classification d’Albert (voir [Mu, p. 201]). En particulier, il existe un
isomorphisme de R-algébres «k: Endg A ® R — Mats(K)” avec «(vT) = k(¥)*.
Selon les cas nous avons :

LK=R,§=1, IK=R,5 =2, L. K=H,6 =1, IVK=C.



2076 GAUDRON et REMOND

Les conditions de divisibilité données page 202 de [Mu] en caractéristique O s’écrivent
respectivement r | g, 2r | g, 2r | g et r§2 | g. Ceci entraine bien sir 78 < g puis la
seconde partie de 1’assertion (4) car un calcul direct montre que la dimension de
Hs(K) vaut selon les cas : 1, 3, 1 et §2.

Définissons a présent ¢t = k o 6. L’assertion (1) découle immédiatement de
0(p)" = 0(@) et k(¥T) = k(Y)*. Le critere d’amplitude (2) est donné pages 209—
210 de [Mu] en termes de valeurs propres. Enfin, comme 6 est isométrique, voyons
pour (3) que « transporte la métrique de Rosati | - | sur un multiple de || - ||gs. En utili-
sant encore k (¥ T) = k(¥)* et les définitions des normes en termes de traces, il suffit
de vérifier que Trok ™! est un multiple de la trace matricielle sur Matg (K)”. Or, elles
sont toutes les deux proportionnelles a la trace intrinseque de la R-algeébre obtenue
par représentation réguliere (c’est immédiat pour les matrices et pour Tr cela résulte
du lemme 2.3). L]

L’énoncé que nous venons d’établir permet de voir I’ensemble des ¢ comme
un réseau dans un espace #€5(K)". Il nous reste a trouver de petits points de ce ré-
seau dans le cone des éléments définis positifs : c’est ’objet du résultat suivant de
géométrie des nombres.

LEMME 4.4

Considérons un corps K € {R, C, H}, deux entiers r,§ > 1, un réseau Q2 du R-espace
vectoriel Hg(K)" et une norme || - || proportionnelle a la norme de Hilbert—Schmidt
sur cet espace. Alors il existe une famille libre maximale de Q2 formée d’éléments
définis positifs de norme au plus

SV 4 1) (dims, 3 (K + ) A(Q).

Démonstration
Par homogénéité, il suffit de démontrer 1’énoncé pour la norme de Hilbert—Schmidt
elle-méme. Notons ici & = dimg H5(K)" et ey,..., e, une famille libre de 2 telle

que |le;|| < A(2) pour 1 <i <h.Sih =1 alors e; ou —e; est défini positif et répond
a la question (ceci correspond au cas Endgx A = Z traité dans [MW3, p. 23]). Nous
pouvons donc supposer & > 2. Considérons 1’identité / de #5(K)" (le r-uplet des
matrices identité), posons @ = (h + 1) A(2)/2 et décomposons x = «/ dans la base
e1,...,ep, disons x = Zfl=1 xje; ou x; € R. Soient n; € Z et ¢; € {—1, 1} tels que
0<e(x;i—n;j)<1/2puis w = Zflzln,-ei. La famille w,w + €1eq,...,w + ey
engendre 2 donc contient une famille libre maximale f1,..., f;. Montrons qu’elle
convient. Pour une norme euclidienne, une combinaison linéaire d’au moins deux
vecteurs linéairement indépendants est toujours de norme strictement inférieure a la
somme des normes de ces vecteurs. Ainsi, en utilisant 2 > 2, nous avons || x — || =
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I Z?zl (x; —ni)ei|| <hA(R)/2 <« tandis que pour 1 < j < h il vient de méme

||x—w—8jej | = HZ(X, —nj)e; -|-(x]'—l’lj —ej)ej H < h%lA(Q)-l-A(Q) =a.
i#]

Par conséquent on a || f; — x|| < & pour tout 1 <i < k. Comme ||/ = +/r8 nous
avons la borne voulue || ;|| < ||lx|| + & = (1/2)(h + 1)(v/7§ + 1) A(S). Par ailleurs,
si B est une valeur propre de I’'un des f; alors B — « est valeur propre de f; —al =
fi — x. Grice a I’écriture de la norme de Hilbert—-Schmidt en termes de valeurs
propres, nous avons |8 —«| < || fi — x|| < @. Comme B € R, ceci entraine § > 0
et donc que f; est défini positif. L

I ne nous reste plus qu’a combiner les trois lemmes précédents. Notons Piceym,(A)
le groupe des faisceaux inversibles symétriques sur A (définis sur K) et, comme plus
haut, d le rang de Endg A.

THEOREME 4.5
11 existe une famille libre maximale de Picgyy, (A) formée de faisceaux amples de degré
au plus

gl(7g%%)8 (M)dﬂ vol(Homg (4, zzl\))g.
ho(A, %)
Démonstration
Soit ¢1, ..., ¢z une famille libre maximale de Homg (4, ;1\) avec |¢;| < A(Homg (A4,
1:1\)). D’apres le lemme 4.2 nous pouvons écrire 2(¢; + ¢;) = ¢u; pour N; €
Picsym(A). Les assertions (1) et (3) du lemme 4.3 entrainent |¢;| = |¢;| donc nous

avons |¢u; | < 4|p;|. Considérons, dans les notations dudit lemme, le sous-groupe
Q2 de #s(K)" engendré par les ((¢;). Il s’agit d’un réseau car si M € H35(K)"
alors . }(M) = Z?=1 Xip; avec x; € Rpuis4M =2(M + M*) = sz=1 2xit(p; +
Qi) = Zf’:l Xit(¢n; ). Nous lui appliquons le lemme 4.4 qui fournit une famille libre
maximale t (P, ), ..., t(pn,) avec M; € Picgym(A) ample et [P, | < (1/2)(3g/2+
1)(/g + 1)A(L2) (en utilisant I’assertion (4) du lemme 4.3). La famille M, ..., M
reste libre et maximale car N > (¢ ) est un morphisme de groupes Picgym(A4) —
de noyau fini (formé d’éléments de 2-torsion). Estimons maintenant le degré. Par
construction, A(€2) < 4A(Homg (A4, 2)) et, avec la majoration (2) de la proposi-
tion 4.1, nous trouvons

0 (d-1)/2 A)
h (A,éﬁ)> * vol (Homg (4, 4)).

;| < @(38' +2)(J/g + 1)<m
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Enfin la proposition 2.11 donne
hO(A, £)\1/2
deng :g'hO(A, Mz) =g'(deg¢,Ml)1/2 Sg'(Zg)_g/2|¢M,|g( (,\—A)) .
hO(A, L)
La borne de I’énoncé découle de ces deux formules et de I’inégalité (3g + 2)(,/g +
1) < 7g3/? valable pour g > 2. Si g = 1 on peut utiliser que I’on a en fait lpa; | <
A(£2) ou directement que 1’on peut choisir deg M; = 1 (et la formule (1) de la pro-
position 4.1 montre que le majorant donné dans le présent énoncé est bien plus grand
que 1). [

Ce résultat constitue une étape cruciale dans la démonstration du théoreme 1.1.
En ce qui concerne I'isogénie avec une variété principalement polarisée du théo-
reme 1.2, nous aurons besoin du fait suivant (valable sans hypothese de simplicité).

LEMME 4.6

Soit A une variété abélienne définie sur K et munie d’un faisceau inversible ample N
défini sur K. Il existe un sous-groupe H de A(K) de cardinal h°(A, N) tel que si K’
est une extension de K sur laquelle H est défini alors il existe une variété abélienne
principalement polarisée A’ sur K' et deux isogénies ¢: A— A et y: A' — A défi-
nies sur K' de sorte que degp = degyr = h°(A, N).

Démonstration

Si K est algébriquement clos, I’on procede comme dans la preuve du corollaire 1 de
[Mu, p. 234] : on choisit un sous-groupe lagrangien maximal H de Ker¢ et I’on
pose A’ = A/H avec la projection ¢ de noyau H.Comme Ker¢ C Ker¢,y, il y a bien
une factorisation ¢ = ¥ o ¢ avec Y: A" — A. De plus deggp -degyy = degopy =
h%(A, N)? et degp = Card H = h°(A, N) par [Mu, p. 233]. Dans le cas général, si
H est défini sur K’ il en va de méme de A’, ¢ et Y puisque ¢ est défini sur K. [

Pour estimer le degré d’un corps K’ comme dans ce lemme, nous utiliserons le
résultat (classique) suivant.

LEMME 4.7
Soit G un sous-groupe fini d’une variété abélienne A sur K. Il existe une extension
de K de degré au plus (Card G)?& sur laguelle tous les points de G sont définis.

Démonstration

Par produit, on peut supposer que G est cyclique. Il suffit de rendre rationnel 1’un de
ses générateurs dont les conjugués font alors partie des points d’ordre Card G de A,
en nombre au plus (Card G)?8. O
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Par exemple cet énoncé donne [K(A[3]) : K] < 34¢ ? Dans ce cas précis, le ma-
jorant peut étre remplacé par Card Aut A[3] mais ceci est toujours plus grand 348 2 /2.
En revanche, le majorant [K(A[3]) : K] < 324 donné par Masser et Wiistholz [MW3,
(7.8)] est erroné : par exemple sur la courbe elliptique y? = x> — 1 sur Q le point de
3-torsion (22/3,31/2) et ses conjugués engendrent une extension de degré 12.

Nous terminons cette partie par les propriétés de maximalité des anneaux d’endo-
morphismes qui apparaissent dans le théoréme 1.2 et interviendront également pour
établir le théoréme 1.3. Rappelons qu’un ordre d’une QQ-algebre de dimension finie
est a la fois un sous-anneau et un réseau de cette algebre. Nous considérons toujours
une variété abélienne A définie sur K et K-simple.

LEMME 4.8
Soit O un ordre quelconque de Endg A ® Q contenant Endg A. Alors [O : Endg A] <
vol(Endg A).

Démonstration

Comme O est un ordre, la représentation réguliere s’écrit a 1’aide de matrices a coef-
ficients dans Z et donc la trace associée est a valeurs dans Z. D’apres le lemme 2.3,
nous avons aussi Tr(() C Z. Maintenant, si eq, ..., ez est une base de O sur Z, alors
vol(©)? coincide avec la valeur absolue du déterminant de la matrice de terme général
Tr(e;e;) (par ’argument déja employé dans la proposition 2.9). Ainsi vol(©)? € N
et en particulier vol(@) > 1. Le lemme est une reformulation de cette inégalité via la
formule vol(Endg A) = [O : Endg A] vol(O). O

Dans la suite, nous appliquerons toujours ce résultat a un ordre maximal @ conte-
nant I’anneau des endomorphismes. Nous rappelons qu’un tel ordre maximal existe
toujours (voir [Re, p. 127]). Voici maintenant le résultat d’isogénie ou nous utilisons
la notation pdeg ¢ = (deg ¢1)(deg ¢,) pour un couple d’isogénies ¢ = (¢1,¢2).

PROPOSITION 4.9

Supposons Endg A = Endg A et soit O un ordre maximal de Endx A ® Q contenant
Endg A. Si K’ est une extension de K sur laquelle tous les points de [O : Endg A]-
torsion sont rationnels, il existe une variété abélienne A’ sur K’ telle que Endgs A’ ~
O et un couple d’isogénies ¢: A = A’ définies sur K’ de sorte que pdego < [O :
Endg A]2g.

Démonstration
Abrégeons N =[O : Endg A]. Nous avons donc Endg A C @ C N~ ! Endg A. Trai-
tons d’abord le cas K = C. Ici le réseau des périodes €2 4 C 74 est un Endx A-module
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donc la suite d’inclusions précédente permet d’écrire Q4 C @ - Q4 C N7'Q4. En
particulier, O - Q 4 est un réseau de 4 commensurable a Q4 donc 74/0O - Q2 4 est une
variété abélienne A’. Nous disposons d’une suite d’isogénies

A=lA/QAﬂ)A/ZZA/(Q-QAgAZZA/N_IQA

ou le dernier isomorphisme provient de la multiplication par N c’est-a-dire que ¢, o
@1 = [N]. Ainsipdeg(¢1, ¢2) = (deg ¢1)(deg o) = deg[N] = N2&. Parailleurs, O C
Endg A’ car O -2 4 est un @-module (et I’action de O sur t 4 = t4 est bien C-linéaire
comme celle de Endg A). D’autre part, A et A étant isogénes, les Z-modules Endg A
et Endg A’ ont méme rang. Alors dans Endx A C O C Endg A’, la maximalité de O
entraine Endg A’ = @. Pour traiter le cas d’un corps quelconque K de caractéristique
nulle, nous pouvons supposer K C C, étendre les scalaires et faire la construction pré-
cédente. On constate que A" et ¢ = (¢1, ¢2) sont définis sur tout corps olt Ker ¢, I’est
donc sur K’ puisque Kerg; C Ker[N]. Le fait que tous les endomorphismes de A
soient définis sur K assure que ceux de A’ le sont sur K’ et donc que 1’on a encore
Endg A ~ 0. O

5. Variétés abéliennes isotypiques
Comme dans la partie précédente, nous considérons un corps K de caractéristique
nulle et une variété abélienne A définie sur K et K-simple. Ici nous fixons aussi un
entier N > 1 et nous nous intéressons aux sous-variétés abéliennes B de AV (défi-
nies sur K). Nous contr6lons d’une part un quasi-supplémentaire de B (en vue du
théoreme 1.3) et d’autre part des isogénies entre B et une puissance de A.

Le résultat préliminaire suivant permet de travailler en termes de modules. Nous
abrégeons (91 = Endg A et g désigne toujours la dimension de A.

LEMME 5.1
L’application B — Homg (A, B) fournit une bijection entre les sous-variétés abé-

liennes B de AN définies sur K et les sous-O1-modules a droite saturés de Homg (A,
AN) ~ (9{\7. De plus dim B = g -1g9, Homg (A, B).

Démonstration

Vérifions tout d’abord que Homg (A4, B), qui est un (91-module a droite via la compo-
sition, est saturé. Ceci signifie que, si ¢ € Homg (A4, AN ) vérifie p o y € Homg (A4, B)
pour y € O\ {0}, nous devons montrer ¢ € Homg (A, B). Oril existe y’ € Oy tel que
xox =meZ\{0}; par suite (mp)(A) C B donc ¢(A) C [m]"'B = B + Ker[m].
Le sous-groupe ¢(A) étant géométriquement connexe, il est inclus dans la compo-
sante neutre de B + Ker[m], égale a B. Ainsi ¢ se factorise bienen A — B.
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La formule donnant la dimension de B peut se montrer apres isogénie, ce qui
permet de remplacer B par une puissance de A : elle est alors claire. Montrons
a présent la bijectivité de 1’application de 1’énoncé. Si B et B’ sont deux sous-
variétés abéliennes de AV alors Homg (A, BN B’) = Homg (A4, B) NHomg (A, B').
En particulier, si Homg (A4, B) = Homg (A, B’) alors, grice a la formule sur le rang,
dim B N B’ = dim B = dim B’ puis B = B’. Ceci fournit I’injectivité, établissons
la surjectivité. Soit M C (9{\' un sous-module saturé. Notons B la plus petite sous-
variété abélienne de AV telle que M C Homg (A, B). Pour avoir I’égalité, il suffit,
grace a la saturation de M, de montrer que ces deux modules ont le méme rang.
Soit donc ¢, ..., ¢, une famille libre maximale de M (sur ;). La variété abélienne
B’ = ¢1(A)+---+ ¢, (A) estde dimension < ng et Homg (A, B’) contient ¢, . .., ¢,
donc, par saturation, M. Par minimalit¢ B C B’ donc g - 120, Homg (A, B) =
dim B <ng = g -1g9, M. Nous en déduisons bien M = Homg (4, B). O

Voici maintenant une version explicite du résultat de Bertrand dans le présent
cadre.

PROPOSITION 5.2
Soit O un ordre maximal de Endg A ® Q contenant Endg A. Soit B une sous-variété

abélienne de AN définie sur K. Il existe une sous-variété abélienne B’ de AN définie
sur K telle que B+ B’ = AN et Card(B N B’) < [O : Endg A]"¢.

Démonstration

Notons @1 = Endg A et M1 = Homg (A, B) C (9{\'. Considérons le sous-(-module
a droite M0 de ON et son saturé M. Par saturation de M; il vient M; = M N
(9{\] . Par ailleurs, I’ordre (9 étant maximal donc héréditaire (voir [Re, (21.4) p. 188 et
(10.7) p. 130]), M admet un supplémentaire M’ dans @ (la saturation de M montre
que OV /M est sans torsion donc projectif). Notons M [ =M'N (9{\7 qui estun -
module saturé. Ecrivons encore ¢ I’inclusion M; @ M | = (9{V . D’apres le diagramme
(de morphismes de groupes)

ON /My & M) — ON /(M & M)~ M/M, & M'/M| — OV JON ¢ OV JON

I’exposant du conoyau de ¢ divise [O : O1]. Grice au lemme précédent, M/ s’écrit
Homg (A, B’) oil B’ est une sous-variété abélienne de AV avec dim B + dim B’ =
dim A" . De la sorte ¢ devient I’inclusion

Homg (A, B) @ Homg (A, B') = Homg (4, AN)

que nous pouvons aussi voir comme Homg (A4, B x B’) — Homg (A4, AY) donnée
par la composition avec le morphisme d’addition add: B x B’ — A" . En faisant la
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somme de N copies de cette fleche, nous obtenons Homg (AY, B x B') < Endg (4A"Y)
dont le conoyau est toujours d’exposant divisant [ : @1]. En particulier [ : O;]id 4~
add
appartient 2 I'image de cette application et donc se décompose en AV x2S
AN . Par identité des dimensions, ces deux morphismes sont des isogénies et donc
AN = B + B’ tandis que B N B’ ~ Keradd est formé de points de [O : 9;]-torsion.

Ainsi Card B N B’ < [© : O,]2mindimB.dimB") < 19 . 9,|Ng O

En particulier, si Endg A est lui-méme maximal alors B admet un vrai supplé-
mentaire.

Tournons-nous a présent vers le théoreme d’isogénie pour les sous-variétés de
AN . Nous nous inspirons de I’approche de Masser et Wiistholz ((MW3, Parties 2
a4]). Nous commencgons par donner une variante de leur lemme sur I’indice de classe
(IMW?3, p. 8]).

LEMME 5.3
Soit M un Endg A-module a gauche de type fini et sans torsion, de rang n. Alors

il existe un sous-module libre My de M de rang n tel que I’exposant du groupe fini
M /M soit au plus vol(Endg A)™n0%2),

Démonstration

Notons 91 = Endg A. Masser et Wiistholz démontrent que I’on peut choisir My
tel que Card(M/M,) < |d(OQ1)["? ot |d(O1)| = (m/2g)™ vol(©1)? d’apres leur
lemme 5.2 (ici m est le rang de O sur Z). Ainsi Card(M/My) < vol(O1)" donc il
nous suffit d’établir 1’énoncé avec la borne vol(¢9)?. Choisissons un ordre maximal
O de O; ® Q contenant @;. Notons o I’exposant de O/, inférieur a [O : O4].
Considérons ensuite le @-module @M. Par maximalité de O, il est isomorphe a
O™ ! @ 4 ou 4 est un idéal a gauche de @ (voir [Re, (27.4) pp. 233-234]). D’apres
le résultat de Masser et Wiistholz (cas n = 1) 4 contient un idéal principal Oa tel que
Card(d/OQa) < vol(O). Par suite O M contient un @-module libre M} = P;_, Oa;
avec Card O M/ M| < vol(O) (cet argument démontre en fait la remarque de Stafford
évoquée page 10 de [MW3]). Notons f = Card(O M/ M}) puis Mo = P;_, O10a;.
Comme a; € OM, aa; € O1M = M donc My C M. D’autre part si x € M alors
x € OM donc Bx € M| puis o?Bx € a’? M} = P!_, (¢OQ)(aa;) C My. Ceci montre
que I’exposant de M /M est au plus a?B < [O : O1]? vol(O) =[O : O] vol(O;) <
vol(©;)? par le lemme 4.8. O

Nous pouvons alors donner une version améliorée du lemme d’isogénie 4.1 de
[MW3] ot nous réemployons la notation pdeg ¢ introduite avant la proposition 4.9.
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PROPOSITION 5.4
Soit B une sous-variété abélienne de AN définie sur K. Sin = (dim B) /g, il existe un
couple d’isogénies ¢ B = A" défini sur K tel que pdeg ¢ < vol(Endg A)>&nmin(2.2),

Démonstration

Par un argument analogue a celui du lemme 5.1, le Endx A-module a gauche
Homg (B, A) est de rang n. Par le lemme 5.3, il contient un sous-module libre M, de
rang n tel que l'exposant o de Homg (B, A)/M, vérifie I'inégalité o <
vol(Endg A)™"-2) " Si nous choisissons une base de My, nous obtenons n mor-
phismes B — A donc un morphisme ¢;: B — A". De plus I’application og; :
Homg (A", A) — Homg (B, A) est injective d’image M. Si nous faisons N copies
de cette application puis que nous limitons les variétés d’arrivée de A a B, nous
obtenons un diagramme commutatif

Homg (A", B) < Homg (A", AN)

Jow Jow

Endg(B) <> Homg(B,AY)

ou les deux applications verticales sont injectives de conoyau d’exposant divisant «.
En particulier, [«¢] € Endg (B) est dans ’image de la fleche verticale de gauche c’est-
a-dire qu’il existe g, : A" — B tel que ¢, o 91 = [«]. Par identité des dimensions, ¢
et ¢, sont des isogénies et pdeg(¢;, ¢2) = deg[ar] = a24imB = "¢ O

Le lemme 4.1 de [MW3] donnait seulement ¢;: B — A" et une majoration de
deg ¢; dans laquelle I’exposant de vol(Endg A) était 2gn?.

6. Variétés abéliennes quelconques

Nous terminons maintenant le programme entamé dans les deux parties précédentes
pour donner des versions des théoremes de I’introduction sans restriction sur la nature
des variétés abéliennes, mais toujours avec des bornes exprimées en termes de géo-
métrie des nombres sur les réseaux d’endomorphismes. De plus, pour nous soustraire
au choix de polarisations, nous mettons en ceuvre I’astuce de Zarhin, comme dans
[MW3], de sorte qu’in fine nos résultats se formulent a I’aide de quantités de la forme
A(Homg (Z(A), Z(A))).

De facon précise, nous considérons un corps K de caractéristique nulle, des va-
riétés abéliennes A, A’ et A; pour 1 <i <t définies sur K et des entiers n; pour
1 <i <t. Nous supposons que A; est K-simple pour tout i, que A; et A; ne sont
pas K-isogénes pour i # j puis que les trois variétés abéliennes A, A" et A” =
]_[f=1 A?i sont K-isogenes. Nous notons encore g; = dim 4;, d; = rg; Endg A; et

g=dimA = Zﬁzlnig,-.
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Nous munissons Z(A), Z(A’) et Z(A;) de polarisations principales. Nous en dé-
duisons des polarisations principales sur Z(A") ~ [[i=, Z(A;)", sur Z(A) ~ Z(A)
et de méme sur Z (;1\’ ), Z (2?), Z (717’ ). Indépendamment, nous fixons aussi des po-
larisations auxiliaires (qui disparaitront des estimations) £; et 0{6\, sur A; et ;1\1 telles
que ¢g; o ¢fi soit la multiplication par un entier (comme pour le lemme 4.3). Pour
alléger les calculs avec ces données, nous écrivons pour tout 1 <i <t

hO(A,',éﬁi)>di/2gi

Vi = vol(Endg A;), W; = (ho(;l\ f)
irdLi

Vol(Hom kx (A;, 2))

et VV\Z la quantité obtenue en échangeant A; et 1/4\1 dans W; (on notera que 1’on a
aussi vol(Endg 2) = V; par le corollaire 2.10). Par exemple le théoréme 4.5 pour A4;
s’exprime a I’aide de Wig " tandis que la partie 5 fait plutdt apparaitre V;.

Pour nous débarrasser de ces quantités, nous utiliserons le fait suivant.

LEMME 6.1
Pour tout 1 <i <t et tous réels a,b,c > 0 nous avons

I/ia I/Vlbﬁ/\lc < A(EndK Z(Al))4dl maX(d/Z,b,(J).

Démonstration

Nous avons V; > 1 d’apres la proposition 2.9 et W;, ﬁ/\l > 1 en vertu de I’assertion (1)
de la proposition 4.1. Ainsi le membre de gauche est majoré par
I’expression (VizWi/I/IZ)maX(“/ 2b:¢) Drautre part, le corollaire 2.10 nous montre
V2W;W; = vol(Endg Z(A;))"/'®. On conclut alors par I'inégalité d’Hadamard
vol(Endg Z(4;)) < A(Endg Z(A;))%*¢% puisque Endg Z(A;) est de rang 64d;. O

Venons-en a présent au résultat crucial de cette partie (nous suivons le principe
de la démonstration de [MW3, Lemme 7.1] en améliorant notamment le choix du
plongement A — Z(A)).

PROPOSITION 6.2
Il existe une isogénie A — A" définie sur K et de degré au plus

t
(16g)2gA(H0mK(Z(A”), Z(A)))4g 1_[ I/igini min(2ni,4)/W\i2gini/di .

i=1

Démonstration
Par le lemme d’évitement 3.2 (polarisations principales), il existe une isogénie
Z(A") — Z(A) de degré au plus (162)38 A(Homg (Z(A"), Z(A)))'%8. Par dualité,
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nous obtenons une isogénie ¢: Z(A) — Z(A"”) de méme degré. D’autre part 1’asser-
tion (1) de la proposition 4.1 donne une isogénie Z: — A; de degré au plus /Wz-zgi/di
donc par produit une isogénie v : Z(A”) — (A”)® de degré au plus []}_, ﬁ/\isgini/di :
Considérons ensuite les quatre injections ¢j: A — Z(A) (1 < j < 4) sur les quatre
premiers facteurs. Le noyau Ker(y o ¢) contient la somme directe des groupes Ker(y o
@) NIm¢; donc I'un d’entre eux est de cardinal au plus (degy o ¢)Y/4. Pour I'in-
dice correspondant, notons B = ¥ o ¢(1;(A)) et x: A — B I'isogénie induite par

Y o @ o, donc de degré au plus

t
(168)% A (Homp (Z(4"), Z(4)))* T Wi "

i=1

La variété abélienne B C (A”)® est un produit [];_, B; avec B; C (4;)¥" de dimen-
sion n; g;. Par la proposition 5.4, nous disposons d’une isogénie B; — A?" de degré
au plus Vl.g ini min(ni4) 11 reste simplement a composer le produit de ces isogénies

avec y. L

Bien entendu, la seule hypothese utilisée ci-dessus sur A est qu’elle est isogene
(sur K) a A” donc 1I’énoncé vaut aussi en remplacant A par A’ ou encore par Aou A'.
De facon analogue, on peut remplacer A” par A ce qui a pour effet de changer ﬁ/\l
en W;.

Nous pouvons maintenant déduire assez rapidement les propriétés requises dans
I’introduction. Voici le résultat qui nous permettra d’établir les théoremes 1.1, 1.3,
et 1.4.

PROPOSITION 6.3
Pour abréger les formules, notons A = AHomg(Z(A"),Z(A))), A =
A(Homg (Z(A”), Z(A"))) et Aj = A(Endg(Z(A;))) pour 1 <i <t.

(D) 1l existe un faisceau inversible symétrique et ample £ sur A défini sur K tel
que

t
deg;(j A< (Sg)SgA4g 1_[ A?nigidi.
i=1

2) Si B est une sous-variété abélienne de A définie sur K, il existe une sous-
variété abélienne By de A définie sur K telle que A = B + B et

t
25.4.
Card(B N Bl) < (16g)2gA4g 1_[ Afnigldl .

i=1
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3) 1l existe un couple ¢ : A = A’ de K-isogénies avec

deg(p< (l6g)4g(AA )4g1_[A8n gid;

i=1

Démonstration

(1) D’apres le théoreme 4.5, nous disposons sur A; d’un faisceau inversible ample
de degré au plus g; !(7gi3 / z)gi W2, Par produit, cela nous donne sur A” un faisceau
£" de degré au plus g!(7g3/2)8 [1:_, W;"**'. Par la proposition 6.2, nous avons une
isogénie V¥ : A — A” de degré au plus

t
(16g)2gA4g l_[ Vigini min(2n;,4) W\znzgz ‘
i=1

Par suite

degw*x// A= (deg w) degx// A//
< g|(7g3/2)g(16g)2gA4g 1_[ V4gznz W n;gi W2nlg,
i=1

t
< (211g9/2)gA4g 1—[ A?nigidi
i=1

par le lemme 6.1. Ceci donne le résultat souhaité avec £ = y*£" et 2! g%% < (59)°.

(2) En conservant I’isogénie v ci-dessus, la sous-variété abélienne B” = ¢/(B) C
A” est un produit [[;_, B/ avec B/ C A}". Par la proposition 5.2 et le lemme 4.8,
il existe une sous-variété abélienne B! de A}’ définie sur K avec A" = B! + B
et Card(B/ N B!) < V"%, Définissons B; comme la composante neutre de
v~ (I]i—, B)). Nous avons bien A = B + B et

t
Card(B N By) < (deg ) Card(B” N1 B;)
i=1
t
< (degy) [ [ v
i=1
t
< (16g)% A% [T v 5 w2
i=1

Nous terminons comme précédemment par une application du lemme 6.1.
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(3) Nous pouvons appliquer la proposition 6.2 pour obtenir une isogénie y : A —
A" de degré au plus

t
(16g)2gA(H0mK (Z(ﬁ)’ Z(Z/)))4g 1—[ I/iZgin% W/iznigi,

i=1

En vertu des isomorphismes Z(A”) ~ Z(A") et Z(A") ~ Z(A’) compatibles aux po-

larisations principales utilisées pour définir les métriques, nous avons 1’égalité

A(HomK(Z(jlﬁ), Z(;l\/))) = A’. Par suite ¢; = ¥ o ¥ est une isogénie A — A’ de
degré au plus

! 40:n2 . ~2N; G

(16g)4g(AA/)4g 1_[ Vl gin; I/ViZn,g, A i8i

i=1

Par symétrie nous avons une isogénie ¢,: A" — A de degré majoré par la méme
quantité. Nous concluons une nouvelle fois par le lemme 6.1. O

Enfin, nous donnons des bornes de méme nature en direction du théoreme 1.2 en
conservant les notations A et A;.

PROPOSITION 6.4

1l existe un sous-groupe G de H§=1 Ai (K), une extension de corps K’ de K, des
variétés abéliennes By, ..., By sur K' et un couple d’isogénies ¢: A = ]_[§=1 Bfi
sur K’ de sorte que K' est le corps de définition des points de G, B; est isogéne a A;
pour 1 <i <t et

(D) Bi admet une polarisation principale,

2) degg < (6g)*¢ A*8 ]_[521 Adrigidi

1

(3) Card G < (4g)3g/2 l_[§=1 A‘}gidl"

l
En outre, si ’on suppose Endg (A;) = Endg(A;) pour 1 <i <t, alors la méme chose
vaut en remplacant (1), (2) et (3) par

(1)  Endg/(B;) est un ordre maximal de Endg/(B;) ® Q,

8n?g;d;
i

() degp < (16g)*6A* i, A
(3')  CardG <[J'_, AJ&%,

et

Démonstration
D’apres le théoréme 4.5, 1a variété simple A; admet une polarisation N; avec h°(4;,
N;) < (7gi3 / z)gi Wig ", Nous appliquons alors le lemme 4.6 pour trouver une variété
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abélienne principalement polarisée B; et des isogénies y;: A; — Bj et x;: B; — 27
sur une extension K; avec deg y; = deg x; = h®(A;, N;) et K; le corps de rationalité
des points de H; C A;(K) ou Card H; = h°(A;, N;). Si G est le produit des H; pour
1 <i <t alors

4 t
Card G < (7g3/2)g 1_[ I/Vl.gi < (4g)3g/2 1_[ A?gidi

avec le lemme 6.1. Si nous faisons le produit des y; et y; nous obtenons deux isogé-
nies y: A” — [[i=, B/ et x': [[i=, B/" — A” chacune de degré au plus

1_[(7g3/2)n,g1 n;gi < (7g3/2)g 1_[ W zgz

i=1 i=1

Parallelement, la proposition 6.2 donne deux isogénies ¥: A — A” et y': A — A"
chacune de degré au plus

t
(16g)2gA4g 1_[ ViZgl-ni min(ni,z)ﬁ/\Zgz" /d

i=1

Il nous suffit alors de poser g1 = Yoy et g, = 1/#\’ o y’ pour avoir le couple d’isogénie
souhaité. Pour le degré, on majore (16g)%8 (7g3/2)8 < (6g)*¢ valable si g > 2 (sinon
A admet elle-méme une polarisation principale) et I’on applique le lemme 6.1.

Pour la version avec ordre maximal, nous appliquons a A4; la proposition 4.9 (et le
lemme 4.8) qui fournit un couple d’isogénies y; : A; = B; avec deg y; < Vizgi sur la
plus petite extension de K ol la N;-torsion de A; est définie, pour un entier N; < V;.
Nous en déduisons un couple 4” = []}_, B qu’il reste & composer avec un couple
A= A" obtenu a I’aide de ¥ : A — A” ci-dessus et (toujours par la proposition 6.2)
du dual d’une isogénie A— A" de degré au plus

t

n2 I

(16g)2gA4g l_[ I/izglnl VI/i2g1nz/dl )
i=1

Le couple d’isogénies ¢ obtenu entre A et ]_[ﬁzl Bf " est alors de degré au plus

t

2g; l-2+2 inj = 29.n:/d:

(16g)7¢ A% [T v 5" 725" max(w;, Wy)?6mi/4,
i=1

quantité que le lemme 6.1 permet de majorer par la borne de (2'). Celle de (3') s’ob-
tient avec G =[]/, A;[N;] et Card 4;[N;] < V75 < Af$1% O
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Toutes les bornes de ces deux propositions sont majorées par

t
8n%gidi
(10g)°6 (AN [T A

i=1

et celles pour le cardinal des groupes G sont mé€me plus petites que

t
(4g)3g/2 H A?‘gidi

i=1

(nous avons utilisé A’ > 1 et A; > 1, voir la remarque qui précede le lemme 3.2).

7. Majoration du dernier minimum
L’ objet de cette partie consiste a établir le résultat suivant, prélude a I’application du
théoreme des périodes.

PROPOSITION 7.1

Soient A et B deux variétés abéliennes polarisées sur un corps K et n > 1 un entier.
Notons p: AXx B" — Aetq;: Ax B" — B (1 < j <n) les différentes projections.
Soit H une sous-variété abélienne de A x B™ définie sur K telle que (1) p(H) = A
et (2) pour tout f € Homg (A, B) il existe des entiers £ € N\ {0} et mq,...,m, €7
de sorte que H soit contenu dans le noyau de £f o p + Z'}ZI m;qj: Ax B" — B.
Alors A(Homg (A, B)) < (deg H/ deg A)2.

Ici nous utilisons les polarisations pour définir aussi bien la métrique sur le réseau
Homg (A, B) que les degrés (via la polarisation produit sur A x B™). Cet énoncé
remplace 1’argument principal de [MW?2] et donne un résultat bien plus fin. Le gain
se situe dans le lemme suivant qui remplace la lourde récurrence mise en place dans
[MW?2, paragraphe 4] a partir du lemme 3.2.

LEMME 7.2

Soient A et C deux variétés abéliennes polarisées, p: A x C — A la premiéere pro-
Jection et H une sous-variété abélienne de A x C. Si p(H) = A, il existe une sous-
variété abélienne H' de A x C telle que H' C H, p(H') = A, dim H' = dim A et
deg H' < (deg H)?/(deg A).

Démonstration

Soitgp: H — Alarestrictionde p a H.Nous définissons simplement H’ comme 1’ or-
thogonal dans H du noyau de ¢. Comme H = H’ + Ker ¢, nous avons ¢(H') = A.
De plus dim H” = dim H — dimKer¢p = dim¢(H) = dim A. Pour évaluer le de-
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gré notons £ et M les polarisations et g: A x C — C la seconde projection. Le
cycle d’intersection (p*£)€ - H est numériquement équivalent a (deg A) Ker ¢ donc
(deg A)(degKerg) = (p*£)€ - (¢* M) =8 . H si h = dim H . Par ailleurs, pour I’or-
thogonal, deg H' < g!h!™'(h — g)!"! deg H deg Ker ¢ (voir [GR1, paragraphe 2.2]).
Nous majorons brutalement g!h!"1(h—g)!™! < (Z ) et avons donc (deg A)(deg H') <
(Z)(deg H)(p*£)€ - (¢*M)"8 . H. 1l reste 4 remarquer que (Z)(p*:ti)'g :
(q* M) 8. H est]’un des termes du développement de (p* £ ® ¢* M)"- H = deg H
par la formule du bindme. L]

L’ étape suivante précise le lemme 3.1 de [MW?2].

LEMME 7.3

Avec les notations de la proposition 7.1, supposons que H' est une sous-variété abé-
lienne de A x B" telle que p(H') = A et dim H' = dim A. Notons ¢: H' — A la
restriction de p puis s = deg@ et Y : A — H' ’isogénie telle que ¢ o = [s]. Alors

degH’
S+—Zlq1 oYP < —— deg A -

Démonstration
Notons £ et M les polarisations sur A et B. En premier lieu, (p*£)8 - H' = £8 -
p«H' = (degp)L$ - A =sdeg A. D’un autre cOté, d’apres la proposition 2.8,

2g
lgj 0y = degAig LYTgM A—SdegAéﬁg AR

Par la formule de projection £¥~' - y*qiM - o H' = s*(p*£)*~" - g3 M - H'

puisque p*y* q; TM = q* M®* En développant le produit d’intersection, nous avons
g’ = (r" 2.8 Qa7 M)
j=1

>(p* )¢ -H' +g) (0¥ (gfM)- H’
j=1

deg A 5
=SdegA+TZ|CIj°W| ;
j=1

d’ou le résultat. O
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Nous pouvons conclure.

Démonstration de la proposition 7.1

Nous employons le lemme 7.2 avec C = B”". Il produit H" auquel nous appliquons
le lemme 7.3. Notons x = maxj<;<n|q; © ¥|. Nous avons x < s + x2/2s <
(deg H/ deg A)?. Il reste a voir A(Homg (A4, B)) < x.Comme ¢, o € Homg (4, B)
il suffit de vérifier que ces éléments engendrent Homg (A4, B) ® Q. Soit pour cela
f € Homg (A, B). Lhypothese (2) montre 1’existence d’entiers £ # 0 et my, ..., my,
tels que

Y(4)=H'CHCKer(tf op+ Yy mjg;).
j=1

Par suite £f o poy + Zl;-=1qu]' oY =0. Avec p o ¥ = [s] nous en déduisons
f=- Z’}:l (m;/€s)q; oy qui donne la conclusion attendue. O

8. Application du théoreme des périodes

Nous examinons a présent comment le théoreme des périodes permet de produire une
sous-variété abélienne H comme dans la proposition 7.1. Pour affiner les constantes,
nous nous placerons uniquement dans le cas utile pour la suite ou le premier facteur
est de la forme Z(A) pour A géométriquement simple. Avant d’énoncer notre résultat,
nous définissons un invariant v(-) associée a une variété abélienne.

Etant donné une variété abélienne B définie sur un corps k, il existe des entiers
t,r1,...,r; > 1 et des variétés abéliennes Bq,..., B;, E—simples et deux a deux non
isogenes, telles que B est isogene a ]_E:l Bir " sur k. A k-isogénies et 2 permutation
des facteurs pres, ces données attachées a B sont uniques. Définissons alors le nombre
rationnel

t

. 2
NP LI
e Endz(B;)

Ce nombre ne dépend que de la classe de k-isogénies de B. Si k est de caractéris-
tique nulle, il est entier car le rang de Endg(B;) divise 2dim B; et il est toujours
inférieur 4 2(dim B)2. De plus, pour toute variété abélienne A définie sur k, on a
max (v(A4),v(B)) < v(4 x B) <v(A4) + v(B). Si A est isogéne sur k A une sous-
variété abélienne de B et si n > 1 est un entier, on a v(4 x B") =v(B).Si ACB
alors v(A) < v(B). Bien entendu, pour toute extension K de k on a v(Bg) = v(B).
Cette notion ne nous servira qu’a travers le lemme suivant.

LEMME 8.1
Soient H une variété abélienne complexe et S une partie finie de Q2 g. Supposons que
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pour toute sous-variété abélienne stricte H' de H on ait S ¢ Q. Alors dim H <
Card(S)v(H).

Démonstration

Supposons dans un premier temps que H = A" pour une variété simple A et que S
est formé d’un unique élément w = (ay,...,a,) ou a; est une période de A. Dans
le Endc(A)-module €2 4, la famille {ay,...,a,} est libre car une relation non triviale

entre ces périodes définirait une sous-variété abélienne stricte de H ayant w dans son
espace tangent, ce qui est exclu par hypothese. On a donc
- o 2dim A v(H)
r<r = =
= TBEndc(4) 244 rg;(Endc(4))  dimA

ce qui donne bien dim H =rdim A <v(H).

Supposons a présent que H est un produit ]_[521 A;
deux a deux non isogeénes avec toujours S = {w}. Notons w; la composante de @ sur
t i pouri €{l,...,r}. Aucune sous-variété abélienne stricte H; de A:" ne possede

" ou les A; sont simples et

a)il dans son espace tangent car sinon la sous-variété abélienne de H provenant de
H; x[] i A:-j par permutation des facteurs contredirait I’hypothese sur S. Par le
premier cas traité, dim A;’ <v(A;")doncdim H =Y i_, dimA;" <> v(4]) =
v(H). L’énoncé étant stable par isogénie, il est donc établi lorsque Card S = 1.
Placons-nous finalement dans le cas général. Pour tout @ € S, considérons la plus
petite sous-variété abélienne H,, de H pour laquelle w € 1y, . Alors I’espace tangent
de la variété abélienne ) ¢ H,, contient S et donc H =) .¢ Hy. En particulier
onadimH <), .¢dimH, et, par ce qui précede, dim H, < v(H,) <v(H) d’ou
le résultat. L

Dans la suite nous considérons des variétés abéliennes A et B sur un corps de
nombres k, de dimensions respectives g et ». Nous munissons Z(A) et Z(B) de
polarisations principales (sur k). Posons Z = Z(A) x Z(B)'?%?, que I’on munit de
la polarisation (principale) produit. Soient p: Z — Z(A) la premiere projection et
qj: Z — Z(B) la projection sur le j*™ facteur de Z(B)'?%%, 1 < j < 128h. L’ob-
jectif de ce paragraphe est de démontrer le résultat suivant.

PROPOSITION 8.2

Supposons que A est k-simple, g < b et que tous les endomorphismes de A X B sont
définis sur k. Alors il existe une sous-variété abélienne H de Z telle que (1) p(H) =
Z(A), (2) pour tout f € Homy(Z(A),Z(B)), il existe des entiers £ € N\ {0} et
mi,...,Miagp € Z tel que
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128b
H CKer(ﬁfop—l— ijqj)

J=1

et (3) le degré de H relatif a la polarisation sur Z est majoré par
((8b)64b2[k - QImax (1,hr (A), hr (B),loglk : Q])Z)SU(B).

La démonstration de cet énoncé passe par une variante du théoréeme des périodes
établie dans I’article [GR1].

Etant donné un plongement complexe o : k < C et une variété abélienne C
sur k, on note C, la variété abélienne complexe obtenue a partir de C par exten-
sion des scalaires. La forme de Riemann de la polarisation principale sur Z, =
Z(A)e X Z (B)},ng donne une norme hermitienne || - ||, sur ’espace tangent com-
plexe ¢z, . Considérons un plongement complexe o¢: k < C pour lequel la quantité

g? N 1653
AMQz),,)*  AMRz(B)o,)?

est minimale. Soit (w1, ..., ®16g) (resp. (X1, ..., X165)) une famille libre de QZz(4)0,
(resp. de Q2z(p),, ) telle que loelloy < A(Rz(4),,) pour tout £ € {1,...,16g} (resp.

I xelloo < A(QZ(B)UO) pour tout £ € {1,...,16h}).

LEMME 8.3
1l existe une partie S C {wi,...,w16g} de cardinal 8 telle que la seule sous-variété
abélienne de Z(A)q, dont I’espace tangent contient S est Z(A)q,-

Démonstration

Comme les endomorphismes de A sont définis sur k, I’hypotheése de k-simplicité
de A implique que la variété complexe Ay, est simple. Par suite, Z(A)y, étant iso-
gene a Ago, toutes ses sous-variétés abéliennes ont pour dimension un élément de
{0,g,2g,...,8g}. Pour toute partie S" C {wy,...,wi6g} notons C(S’) la plus pe-
tite sous-variété abélienne de Z(A)y, dont I’espace tangent contient S’. Nous avons
C({wi,...,w16g}) = Z(A)s, donc nous pouvons choisir une partie S de cardinal
minimal telle que C(S) = Z(A)q,. Ecrivons S = {w],...,®,,}. Nous allons montrer

0=dimC(?) <dimC ({w}}) <--- <dimC ({],...,0,,_}) <dimC(S) = 8¢

m

ce qui, par la remarque sur les dimensions, entraine m < 8. Supposons donc par I’ab-
surde que C({w],...,0,_;}) = C({w],...,w;}) pour un indice 1 <i < m. Alors w;
appartient a I’espace tangent de C({wy,...,w;_,}) donc de la variété C(S \ {w}})
qui la contient. L’espace tangent de cette derni¢re contient donc S puis C(S) C
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C(S\{w}}) et C(S \{w]}) = Z(A)s, ce qui contredit le choix de S. Pour conclure
nous remplagons S par une partie de cardinal 8 le contenant. L]

Quitte a réindexer, on supposera dorénavant que 1’ensemble donné par ce lemme

est S ={w1,...,ws}. Notons 0 le vecteur nul de tga(llg’a et posons pouri € {1,...,8}
0

wi = (a)i,O,...,0,)(1,...,)(16;,,0,...,0)GQZGO

(xj correspond ici au facteur 1606(i — 1) + j + 1 de Z).

LEMME 8.4
Pour touti €{1,...,8}, ona

| @i ||§0 < e'?p* max (l, hr(A), hF(B)).
Démonstration

Par définition on a

16b
l@ill2, = lloillZ, + Y IxilZ, < AMRzay,,)” + 16bARz(8),,)°
j=1

Au moyen du corollaire 3.6, on obtient la borne

2 (16g)* (16b)°
“wi ||00 = 2 2
AQz),,)"  AM22z(B)s,)

Le choix de o¢ assure que le membre de droite est plus petit que la moyenne

1 Z ( (16g)? (16b)3 )
. 2 2 )
[k:Q] = A 8zw,)*  AQzs),)
Le lemme matriciel d’ Autissier [Au, Corollaire 1.4], appliqué a Z(A) et Z(B) (prin-
cipalement polarisées de hauteurs respectives 84 r (A) et 8hr(B)), entraine alors la
majoration

6 x (16)2 272
x (16) (8g2hF(A)+ 128b%h r (B) + (4g° +64b4)1og(i))
&

2 <« N
||w-l||0()— (1—5)7[

pour tout nombre réel € €]0, 1[. On utilise g < b et ’on met en facteur la quantité
b*max (1,hr(A),hp(B)) dans le majorant ci-dessus. La constante restante est

76(;(_(12: (136 + 6810g<2T7T2))

et ’on choisit ¢ = 1/8 pour conclure. L
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Démonstration de la proposition 8.2

Si Homg (A, B) = {0} alors aucun facteur simple de B n’est isogéne a A et
Homy (Z(A), Z(B)) = {0}. Dans ce cas il suffit de prendre H = Z(A) x{0}, £ =1et
my =---=mypgp = 0. Les propriétés (1) et (2) sont alors vérifiées et la borne sur le
degré de H vient de deg H = (8g)! < (85)%”. Supposons dorénavant Homy (A4, B) #
{0}. Soit H la plus petite sous-variété abélienne de Z telle que 1’espace tangent de
Hg,, contienne les 8 périodes w7, ..., wg construites ci-dessus. La variété H est dé-
finie sur k. Par minimalité de H, aucune de ses sous-variétés abéliennes strictes ne
possede toutes ces périodes dans son espace tangent. D’apres le lemme 8.1 sa dimen-
sion & est plus petite que 8v(H) < 8v(Z) = 8v(B). Par ailleurs,on a p(H) = Z(A)
car I’espace tangent de p(H )q, contient les périodes wy, ..., wg (voir lemme 8.3).
De plus, si f € Homg(Z(A),Z(B)) et si df: 1Z(4)6y — 12(B)s, désigne sa dif-
férentielle en I’origine, on a d f(£2z( A)ao) CQ Z(B)o, - L€ Z-module engendré par

X1,>---5 X16b €St un sous-réseau de QZ(B)(;O, d’indice fini £ > 1. Il existe donc des
entiers my,...,Mqgp tels que, pour tout i € {1,...,8},ona
16b
—Ldf(@) =Y Mighi—1)+j X)-
Jj=1
Ainsi la composante neutre du groupe algébrique G = Ker({f o p + le_slb m;q;)
est une variété abélienne dont I’espace tangent contient les périodes @y, ..., wg et on

adonc I'inclusion H C G par définition de H . Pour estimer le degré de H , notons N
la polarisation sur H induite par celle de Z. Pour un plongement o : k — C, soitd,y;,
la distance sur g, donnée par la forme de Riemann de N, . Le minimum essentiel de
(Hy, Ny) est le nombre réel

8(Hy, Ny) := supmin {dNU (w,tgr); w € L, \ SZH/}
H/
ou la borne supérieure porte sur toutes les sous-variétés abéliennes H' de H,, diffé-

rentes de H, (voir [GR1, Définition 4.1]). Le théoréeme 1.2 de [GR1] s’énonce alors
comme suit.

THEOREME DES PERIODES
Nous avons

(deg H)'/ 2h+6
<50h 1,hr(H),logdeg H).
k=l @] Z o 8(Hg, Np)? = max (1. kr (H). log deg H)

Ici, en ne gardant que la contribution de 0y, nous en déduisons I’estimation

(deg H)'/" < 50n>" [k : QI8(Hoy, Nog)?> max (1,hr (H),logdeg H).
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Pour obtenir la borne de la proposition 8.2, nous allons estimer chacune des quantités
qui apparaissent dans ce majorant. On a vu que s < 8v(B) < 16b2. Par définition
du minimum essentiel, on a 8( Hy,,, Ny,) < max{|@i|o,; 1 <i <8} etle lemme 8.4
donne

8(Hoy. Nop)? < e'>°b*max (1, (A),hF(B)).

Enfin, en tant que sous-variété abélienne de Z, la hauteur de Faltings de H est contro-
1ée au moyen de I’inégalité hr (H) < hp(Z) 4+ logh®(H, N) + (3/2)dim H' (voir
[GR1, paragraphe 2.3]).Onahp(Z) = 8hp(A)+2'%hpr(B)eth®(H,N) <deg H.
De plus, comme p: H — Z(A) est surjective on a h > dimZ(A) donc
dim HL < dim Z(B)'28? = 210p2_On obtient alors

max (1, hp(H),logdeg H) <2568b*max (1,hF(A),hp(B)) + logdeg H.

Posons M :=max (1,hr(A),hr(B)) et x = (deg H)'/". En majorant logdeg H =
hlogx par 16b%logx et en remplagant dans la borne fournie par le théoréme des
périodes, on obtient

X < 500125 (454> H126 1k - Q)M (2568 M + 1610g X).

LEMME 8.5
Soient u > /e et v > 0 des nombres réels. Soit x > 0 tel que x < u(v + log x). Alors
onax <2u(logu + v).

Démonstration

Quitte a remplacer x par xe" et u par ue’, on peut supposer v = 0. Supposons
x > 2ulogu. La fonction y +— y — ulogy croit strictement pour y > u. Comme
2ulogu > u par ’hypothése u > /e, on en déduit 2u logu — ulog(Qulogu) < x —
ulogx < 0. On obtient une contradiction en majorant loglogu par logu — 1. L

Appliquons ce lemme a la majoration de x obtenue précédemment, qui s’écrit
x <u(v +logx) avec u = 800e12:5(45)540*+12p6 [k - QI M et v = 160, 5M . En uti-
lisantlog M < M —1,le résultat se simplifieen x < c(b)[k : Q)M max (M, log[k : Q])
avec c(b) = c1(b)c,(b) ou

c1(b) = 1600(e'25)(4b)84b* +12p6
et

c2(b) = 174 +10g(800) + (64b% 4 12) log(4b) + 6logh.
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On majore c,(b) par 287b3 (la fonction b + c,(b)/b3 décroit pour b > 2). On ob-
serve alors 1600 x 287 x e!2:>(4b)12p° < 26407 inégalité qui se montre en prenant le

logarithme, en divisant par b2 et en utilisant la décroissance de b > (logh)/b? pour
b >2.0nadonc c(b) < (8b)64b2 puis

(deg H)'/" < (85)%*"” [k : Q] M max (M. log[k : Q).

La proposition 8.2 découle immédiatement des majorations 7 < 8v(B) et M <
max (M, log[k : Q]). O

9. Conclusion des démonstrations

Dans cette partie, nous établissons finalement les quatre théorémes de 1’introduction.
Nous nous placons sous leurs hypotheses c’est-a-dire que nous disposons des objets
suivants :

un corps de nombres k,

deux variétés abéliennes A et A’ sur k,

une extension K de k sur laquelle A et A" sont isogenes,

une sous-variété abélienne B de A définie sur K.

Les données K, B et A’ n’interviennent que dans les théoremes 1.3 et 1.4, nous
pourrons donc les choisir arbitrairement dans les deux autres cas.

Nous notons g = dim A4 et k; la plus petite extension de k sur laquelle tous les
endomorphismes de A x A’ sont définis. D’apres le résultat de Silverberg [Si], nous
avons [k; : k] < 4(9g)*¢. Nous savons aussi que k; est contenu dans le corps de
rationalité de la 3-torsion de A x A’. Vu les propriétés a démontrer, nous pouvons
supposer k C K C k; sans perte de généralité (puisque si une isogénie A — A’ est

définie sur un corps K elle I’est sur K N k; et de méme pour B). Pour démontrer les
théorémes 1.1 et 1.2 nous posons respectivement K = k et K = k; (ainsi que disons
A" = B = A, sans que cela soit en fait utile).

Nous choisissons ensuite une famille maximale A1, ..., A; de sous-variétés abé-
liennes de A définies sur K, simples sur K et deux a deux non isogenes sur K. Ce
choix permet d’assurer d’une part que tous les endomorphismes de A; sont définis sur
k1 et d’autre part, par le théoréme de compleéte réductibilité, que A est isogéne sur K a
la variété abélienne A” =[] _, A7 pour un unique choix d’entiers 7;. Nous sommes
donc précisément dans la situation envisagée dans la partie 6, dont nous conservons
les notations g; et d;.

Nous faisons ensuite une nouvelle décomposition sur kq : pour 1 <i <¢, nous
choisissons une isogénie sur k; entre A; et un produit ]_[?’: 1 CZ?” de puissances de
variétés abéliennes C; ; simples sur k; (non isogenes). En particulier, A est isogéne
sur k 2 la variété abélienne [;_, ]_[7;1 Cirf;mi’j que nous notons A”. Pour soulager
la suite des calculs nous posons
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M =max(hp(A).hp(A),hp(A"),hp(A"), 1) et

P = 4(9g)* (8¢)54¢" [k - Q] max(M + %g,log(4(9g)4g [k : @]))2.

Le résultat de la partie précédente permet de donner 1’énoncé suivant.

LEMME 9.1
Soient C I'une des variétés C;,j et C' I'une des variétés A, A’ ou A;. Alors, pour
tous choix de polarisations principales sur Z(C) et Z(C'), on a

A(Homy, (Z(C), Z(C"))) <2730 p16v(C),

Démonstration

Par la proposition 7.1, le membre de gauche ci-dessus est majoré par (deg H/
deg Z(C))2 ot H C Z(C) x Z(C")128dimC” ot Je sous-groupe fourni par la proposi-
tion 8.2. Ici par polarisation principale deg Z(C) = (dim Z(C))! > 8! > 215, D’autre
part, la quantité (deg H)'/8"(€") est majorée par

(82)%*%° [ky : QImax(1,hr (C), hr (C'). loglky : Q])

puisque dim C’ < g. Voyons ensuite que les hauteurs s g (C) et h g (C”’) valent au plus
M +3g/2. Pour C' = A, A’ ¢’est immédiat. Sinon nous utilisons la minoration de
la hauteur de Faltings i ¢ (C; ;) > —(3/2)dim C;,; due a Bost (voir [GR1, Corollaire
8.4] en prenant garde a la différence entre /(-) et 1 (-) rappelée au paragraphe 2.3).
Ainsi

3
hr(C)<hp(C)+ EdimC
t u; 3 3
o o T ) = 7 2
E;;nlml,J(hF(Cl’J)—i_2dlmCl’J> hF(A )+2g-
On raisonne de méme dans A” pour avoir hp(A;) <hp(A”) + 3g/2. Finalement
(deg H)"/#"€") < (82)5*¢” [k, : Q] max(M + 3g/2,loglk; : Q])* < P

et le résultat en découle. 0
Nous réutilisons a présent les notations A, A’ et A; de la proposition 6.3.

LEMME 9.2
Nous avons

A; < (9g)* P32vMD) o AN <27116(9g)88 poiv(A),
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Démonstration
Commengons par estimer A. Par définition de k1, ce corps est une extension galoi-
sienne de k donc a fortiori de K. En combinant les lemmes 3.3 et 3.4, nous avons

A < [ky: K]JA(Homy, (Z(A"), Z(A"))) A (Homy, (Z(A"), Z(A)))
< 4(9g)*¢ A(Homy, (Z(A"), Z(A")))A(Homg, (Z(A"), Z(A))),

ou, pour échanger les deux variétés dans le facteur central, nous utilisons le fait que
I'involution de Rosati est une isométrie entre les réseaux Homy, (Z(A”), Z(A")) et
Homy, (Z(A"), Z(A")) par principalité des polarisations (voir la remarque précédant
la proposition 2.7). En outre, le réseau Homy, (Z(A"), Z(A)) est la somme directe
orthogonale de copies des réseaux Homy, (Z(C;,;), Z(A)) donc le lemme précédent
entraine

A(Homy, (Z(A™), Z(A))) = max A (Homy, (Z(C;,;), Z(A))) <2730 plovid),
i

La méme borne vaut pour A(Homyg, (Z(A"), Z(A"))) puisque par isogénie v(A”) =
V(A). Ainsi

A< 4(9g)4g (2—30P16V(A))2 — 2—58 (9g)4gP32v(A)

et comme la méme estimation s’applique a A’ nous voyons apparaitre la majoration
annoncée de AA’. Pour A;, nous procédons exactement de la méme maniére en rem-

e, . T . U; m; ; . . . < <
plagant la variété intermédiaire A" par le produit [[;_, C; /" qui est bien isogene a

A;. Le calcul est identique et nous avons omis le 278, 0
Nous ne sommes plus qu’a quelques calculs du but.

LEMME 9.3
Les quatre théoremes de [’introduction valent en écrivant au lieu de k (A) la quantité

(9g)96g4 P210g3.

Démonstration

Nous appliquons les propositions 6.3 et 6.4. Pour la premiere, les résultats sont exacte-
ment ceux requis. La seconde fournit des groupes G; C A; (k) C A(k) pour 1 <i <t.
Notons G’ le sous-groupe de A(k) engendré par les G; et les points de 3-torsion. De
cette fagon, le corps k’ de définition des points de G’ contient k; = K et le corps K’
de la proposition 6.4. Nous avons Card G’ < 328 Card G et [k’ : k] < (Card G')?8 par
le lemme 4.7. Pour obtenir le théoréeme 1.2, il faut changer les notations : B; devient
Ai, G’ devient G ; et remarquer que A; et A; pour i # j ne sont pas isogénes sur
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k’ car tous les endomorphismes de A; x A sont définis sur k. Avec les majorations
données a la fin de la partie 6, les énoncés des quatre théoremes de 1’introduction
valent donc avec la borne

t . t
max((lOg)Sg (AN AT 3% (4g)% Afgidf)

i=1 i=1

a la place de k(A). Nous reportons les estimations du lemme précédent et constatons
sans peine que le premier terme 1’emporte alors et est majoré par

58 (9g)32g2+32g Yi_in?gidi p256(gv(A)+Yi_ynPgidiv(4)

Pour contrdler d; et d;v(A;) considérons I’isomorphisme

uj
Endy, 4; ® Q> [ | Endk, (C]}7) ® Q.

ji=1
Alors, pour tout indice 1 < j < wu;, la j-eéme projection du produit fournit un mor-
phisme d’anneaux Endg, 4; ® Q — Endy, (Ci”nj""" ) ® Q. La restriction de celui-ci
a Endg A; ® Q est injective car, par simplicité de A; sur K, ce dernier anneau est
un corps (commutatif ou non). Par suite d; = rg; Endg A; < rg; Endy, (Cii';i.j =
mlzj rg; Endg, (C; ;). Nous en déduisons d; < d;jv(A;) < 2g? car, par définition,
V(A;) vaut Z?’zl 2(dim C;,j)?/ rg; Endg, C; ;. Notre borne devient alors

2 4 10,3
gSg (9g)32g +64g P2 g
puisque v(A) < 2g2. Nous majorons enfin g°¢ par (9g)32g2(g2_1). O

La derniere étape consiste a supprimer dans notre majoration les hauteurs de
Faltings de A", A” et A" présentes dans M.

LEMME 9.4
Nous avons

510

(92)°%" P28 < ic(4).

Démonstration

Notons Q le membre de gauche. Par construction Q majore le degré d’une isogénie
A — A’. Par conséquent hg(A") <hp(A) + (1/2)log Q. De plus cette formule vaut
aussi pour les hauteurs de A” et A”” : pour A” on peut utiliser la proposition 6.2 qui
donne une majoration plus petite que la borne finale de la partie 6 (donc que Q) et
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A" joue sur k; le méme role que A” sur K ; la majoration vaut donc en utilisant la
partie 6 sur k1. Nous avons donc

M < max(hF(A) + %log 0, 1).
En revenant a la définition de P nous pouvons majorer brutalement
0 = (9)"°" (2099)%¢ (8¢)2¢" (log(4(99)*)))” (k- @IM)> *
<exp(75 x 211g6)([k : @]M)211g3

(la premiére inégalité résulte des majorations 1 + 3g/2 <1log(4(9g)*8) =: L et £ +
loglk : Q] < £+/[k : Q]). Nous reportons ceci dans la majoration précédente et trou-
vons

M <hp(A) +75x 2195 42193 Jog[k : Q] + 2'%3log M

en notant que & (A) > —3g/2 (minoration de Bost). Nous pouvons donc utiliser le
lemme 8.5 avec x = M, u =2'%3 et v = (75> + 1 + 2719 max(hr (A),log[k :
@Q], 1). 11 fournit (avec logu < 10log2 + 3(g — 1))

3 7
M + Eg < 211g3(75g3 —2+10log2 + 3g + 2?) max(hF(A),log[k 1 Q], 1)
<83 x 2" g®max(hF(A),loglk : Q], 1).

Nous reportons cette estimation (qui est plus grande que log(4(9¢)*¢ [k : Q])) dans la
définition de P et nous obtenons cette fois-ci

10,3
0 < (92)°%¢" (4(99)*¢ (82)%4¢” 832222 ¢ "2 [k : Q] max(hr (A4), loglk : Q],1)%)* ¢
et nous trouvons la borne «(A) de I’introduction en constatant

837(9g)* T38/72(8¢)°%" (4g)"? < (149)°*". O

Etablissons maintenant la majoration de la hauteur de Faltings d’une sous-variété
abélienne.

Démonstration du corollaire 1.5
Le théoréme 1.3 fournit une isogénie B x By — A de degré Card(B N By) donc

1
hF,K(B X By) = hF,K(B) + hF,K(Bl) < hF’K(A) + ElogCard(B N By).
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Par la minoration de Bost utilisée ci-dessus, hr x (B1) > hr(B1) > —(3/2)dim By >
—(3/2)g. Par suite

1
hex(B)<hpg(A)+ 3 log e3¢ Card(B N By).

Pour conclure, il suffit de remarquer qu’a la fin de la démonstration précédente nous
pouvons écrire e 38k (A) au lieu de k (A). O

10. Cas elliptique
Dans cette partie, nous examinons ce que deviennent les théoremes de 1’introduction
lorsque g = 1 c’est-a-dire lorsque A est une courbe elliptique. Dans cette situation, les
résultats de [GR1] permettent de donner de bien meilleures bornes. Nous distinguons
selon que la courbe elliptique admet ou non des multiplications complexes.
Supposons en premier lieu que ce n’est pas le cas, c’est-a-dire précisément que
EndEA ~ 7.. Dans ce cas, les théoremes 1.1, 1.2 et 1.3 valent trivialement en rem-
placant «(A) par 1 puisque toute courbe elliptique est géométriquement simple et
principalement polarisée et puisque Z est bien un ordre maximal. Le seul énoncé
significatif est donc le théoreme 1.4 qui vaut ici avec la borne

10" [k : Q> max(hr(A4), loglk : Q], 1)°

en vertu de [GR1, Théoreme 1.4]; il faut rappeler que si une isogénie entre les courbes
A et A’ est définie sur une extension K alors c’est le cas de toutes les isogénies (voir
[GR1, Proposition 7.3]).

Tournons-nous ensuite vers le cas de la multiplication complexe. Les théoremes
1.1 et 1.3 restent sans objet ainsi que 1’assertion de polarisation principale dans le
théoreme 1.2 ; en revanche le passage a un ordre maximal (autrement dit a I’anneau
des entiers du corps quadratique imaginaire de multiplication complexe) demande un
travail supplémentaire.

PROPOSITION 10.1

Soit E une courbe elliptique sur un corps de nombres k. Il existe une extension ki de
k, une courbe elliptique E’ sur ky et une isogénie ¢: E — E' sur ky de sorte que
Endy, E' = Endﬁ E’ est ’anneau des entiers du corps Endg, E' ® Q,

degg < 30[k : Q] max(l,hF(E) + %log[k : @])
et [ky : k] <2(dego)?.

Démonstration
Nous supposons bien slir que £ admet des multiplications complexes. Nous repre-
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nons tout d’abord le paragraphe 7.4 de [GR1] avec E; = E, = E mais avec la dif-
férence que nous choisissons pour (w;,®,) une base minimale du réseau des pé-
riodes de E telle que ||wq || < ||w2]|. En considérant une extension finie k’/ k telle que
Endy E = End; E, nous faisons ensuite la méme construction qui fournit une iso-
génie Vv : E — E, définie sur k', a partir des deux projections py, p2: Ay — E.
Nous avons donc ¢ o p; = Ajp, puis dy(w1) = Ajw,. En particulier, ¥ n’est
pas un multiple de I’identité. Nous en déduisons Endys £ ® Q = Qid & Qv puis
A(Endy E) < max(v2.|¥]) = |¢/| = /Zdeg ¥ et vol(Endy E) < 2,/deg ¥/ (inéga-
lité d’Hadamard). Notons () 1’anneau des entiers du corps quadratique imaginaire
Endy E ® Q. Le discriminant de ce corps vaut —vol((9)2. Comme c’est un entier
congru a 1 modulo 4 ou divisible par 4, sa valeur absolue est au moins 3. Par suite,
vol(Q) > +/3 et [@ : Endys E] < 2./deg /3. Par la proposition 4.9 appliquée avec
A =FE et K =k’, nous disposons de E’ comme dans 1’énoncé et d’un couple d’iso-
génies E = E’ dont le produit des degrés est au plus 4deg//3. L'une des deux
isogénies est donc de degré au plus 2./degv//3 et, quitte éventuellement a duali-
ser, nous obtenons ¢: E — E’ de degré majoré par 2,/deg /3. Ces objets ¢ et
E’ sont définis sur le corps K’ donné par la proposition 4.9 mais nous pouvons en
fait nous limiter a I’extension k; de k" sur laquelle le noyau de ¢ est défini. Par
le lemme 4.7, nous avons [k; : k'] < (degp)?. Il nous reste donc a estimer [k’ : k]
et degy. Comme I’identité de E est définie sur k, la seule action non triviale de
Gal(k / k) sur Zid @ Zy est celle donnée par ¥ — —r, nous en déduisons que I’on
peut choisir [k : k] < 2. Pour majorer deg ¥ nous utilisons les calculs de [GR1, pa-
ragraphe 7.4] dont nous reprenons les notations. Les modifications a apporter sont
les suivantes : le choix des périodes donne |Jw1 ||[|w2|| < 2/+/3 (inégalité d’Hermite)
donc la relation ||w||? = ||w1 |2/ A1 = ||w2||?/ A2 fournit |w]|?> <2/+/3A1A,. Ceci
donne encore T, > +/38/2 a condition de changer la définition de § en /A{A,/D
(o D = [k’ : Q]). La suite des calculs se poursuit alors de méme en ne modifiant
que les constantes numériques. Comme 1’extension de corps a faire est de degré au
plus 2, nous sommes amenés a prendre H = max(1,h(E) + (1/2)log(D/2m)) (ou
h(E) = hr(E) + (1/2)logm). Les constantes subissent alors les mémes change-
ments qu’au paragraphe 7.5.1 de [GR1] : les valeurs 19, 55 et 25, 12 sont remplacées
par 14,18 et 19,75 tandis que 233 devient 167. Il faut simplement remarquer que
la relation A; < D§ vaut encore car ||w1] < ||@2]||. De méme nous avons toujours
A1A, < D282 (ici il y a égalité) et I’on conclut

2

degy < 668[k : Q] max(l,hp(E) + %log[k : @])

L’énoncé suit enfin de deg ¢ < 2,/deg /3. ]

Terminons par une version du théoreme 1.4 dans le cas CM.
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PROPOSITION 10.2

Soient Ey et E, deux courbes elliptiques sur k & multiplications complexes (sur k) et
isogenes sur une extension K de k. Alors il existe une K-isogénie E1 — E, de degré
au plus

2,85 x 103k : Q> max (1, hr (E;) + loglk : Q])°.

Démonstration

Dans la plupart des cas, la borne de [GR1, Théoreme 1.4] suffit sauf dans le cas ot il
existe une isogénie £, — E, qui n’est pas définie sur K. Dans ce cas, par |’argument
de la démonstration précédente, toutes les isogénies sont définies sur une extension
K’ de K de degré au plus 2. Par ailleurs on sait (voir [GR1, Proposition 7.3]) qu’elles
sont aussi définies sur une extension k’ de k de degré au plus 12. Ici nous choisissons
k' C K’. Nous devons alors appliquer le paragraphe 7.4 de [GR1] deux fois : une fois
tel quel et il nous fournit une isogénie ¢ sur kK’ de degré au plus

3,4 x 10*[k : Q? max (1, hr (E1) + log[k : Q])°.

La construction est telle que dg envoie une période minimale de £, sur un multiple
d’une période minimale de E,. Nous faisons ensuite une deuxieme construction avec
un couple de périodes différent pour obtenir une autre isogénie ¥ sur k’, indépendante
de ¢. Ici nous choisissons les périodes (w1, w;) de sorte que I'une soit minimale
et 'autre le deuxieme élément d’une base minimale et de fagon que le produit de
leurs normes soit minimal. Ce dernier vaut A(£21)A(£23) ou A(21)A(£22) ; il est donc
majoré par la racine carrée du produit de ces quantités et donc n’excede pas 2/+/3.
Nous poursuivons la preuve avec ce couple de périodes comme dans la démonstration
précédente en utilisant § = /A1 A,/ D. Les différences sont la borne 12 au lieu de 2
pour [k’ : k] et le fait que I’on peut seulement écrire en général A < (D§)? au lieu de
A1 < D§. Ceci ameéne a poser H = max(1,h(E1) + log(D/(124/7))). La relation
cruciale entre § et H se transforme en

”‘[5<3log£53 + 6H + 6log(12+/7) + 8,66 < 9log§ + 32,58 H.

On vérifie qu’elle entraine § < 22,24 H puis
degy < 71225[k : Q> max (1, hr (Ey) + loglk : Q])°.

La fin de I’argument est alors simple avec les techniques du présent texte : nous avons
A(Homg/(Eq, Ez)) < max(|p|,|¥]) = \/Zmax(degq), degy) et A(Homg(Eq,
E»)) <2A(Homg/(Eq, E>)) (lemme 3.3). Enfin il existe une isogénie y: E; — E;
définie sur K avec |y| < A(Homg (E1, E3)) donc deg y < 4max(deg ¢, deg /). Avec
les bornes obtenues, ceci fournit immédiatement le résultat. O
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11. Exemple
Pour illustrer le théoréeme 1.2 nous montrons 1’énoncé suivant.

PROPOSITION 11.1

1l existe une classe d’isogénie de variétés abéliennes complexes dans laquelle au-
cun élément A ne possede simultanément une polarisation principale et un anneau
d’endomorphismes qui soit un ordre maximal.

Nous commengons par établir le critére suivant.

LEMME 11.2

Soient K un corps quadratique imaginaire et p un nombre premier inerte dans K.
Soit A une variété abélienne de dimension paire sur un corps algébriquement clos,
d’anneau des endomorphismes isomorphe a O g et admettant une polarisation donnée
par un faisceau inversible £ tel que v,(h°(A, £)) ¢ 27Z. Alors la classe d’isogénie
de A vérifie les conditions de la proposition 11.1.

Démonstration
Raisonnons par I’absurde et supposons donc avoir une isogénie ¢: A — A’ de A
vers une variété abélienne principalement polarisée A’ telle que End(A’) est un ordre
maximal. Notons &£’ un faisceau sur A’ définissant la polarisation principale. Par for-
mule de projection, nous avons deg ¢ = h°(A4, ¢*£’). D autre part, I’espace NS(4) ®
Q est isomorphe aux points fixes de 1’involution de Rosati sur End(4) ® Q ~ K.
Comme I’involution correspond a la conjugaison sur K, il vient NS(4) ® Q ~ Q
puis NS(A) ~ Z. Par conséquent, il existe m,n € N avec £%" ~ (¢*£’)®™. Avec
g = dim A cela donne n8h%(A, £) = m® degp. Comme g est pair, v, (deg¢) est im-
paire.

Montrons dans un deuxieme temps que le groupe fini Ker¢ (de cardinal deg¢)
admet une structure de @ g-module. Pour cela fixons une isogénie y: A" — A telle
que V¥ o ¢ est la multiplication sur A par un entier £. Alors 1’application

End(A") ® Q — End(4) ® Q,
y— L oyop

est un isomorphisme de corps. L’image de End(A’) est donc un ordre maximal du
corps End(A4) ® Q. Comme O est le seul ordre maximal de K, cette image coincide
donc avec End(A4) >~ O k. Tout u € End(A) s’écrit ainsi £~ o y o ¢ pour un certain
x € End(A") et donc ¢ ou = y o ¢. En particulier u(Ker ¢) C Ker ¢ nous montre bien
que Ker ¢ est un End(A4)-module.
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Finalement, la contradiction résulte du fait que pour tout @ g-module fini M nous
avons v, (Card(M)) € 27. En effet, par théoréme de structure sur un anneau de Dede-
kind, M est produit de modules de la forme Qg /I pour un idéal non nul /. Le cardi-
nal d’un tel module, égal a 1a norme de 7, s’écrit comme produit de normes d’idéaux
premiers. Enfin, p étant inerte, le seul idéal premier p de Ok tel que v,(N(p)) # 0
est I'idéal pOg de norme p2. L

Il reste a construire une variété abélienne A comme dans le lemme. La premiere
solution est d’invoquer la construction des espaces de modules de variétés abéliennes
avec structure d’endomorphismes, telle qu’elle est décrite au chapitre 9 de [BL]. Si
nous prenons K = Q(i), p =3, g =4 puis M = (9}‘< et T =diag(i,i,i,—3i) alors la
construction du paragraphe 9.6 (avec F' = K) montre que tout élément A de A(M, T')
posséde une polarisation avec v3(h°(A4, £)) = 1 et une injection t: @ < Endc(A).
De plus le théoreme 9.9.1 entraine que ¢ est une bijection pour A suffisamment géné-
rale dans A (M, T'). Les hypotheses du lemme sont donc satisfaites.

Plut6t que de faire appel a cette construction générale, nous pouvons aussi expli-
citer un cas particulier ou les vérifications se font bien plus simplement.

Choisissons trois nombres réels a, b, ¢ tels que a?+b>+c?<let qu’il n’existe
pas de polyndme P € Z[X,Y, Z] de degré 2 avec P(a~/3,b~/3,c~/3) =0 (ceci pré-
cise le caractere suffisamment général apparu plus haut). Posons

a b ¢ 3 -1 0 0 0

1 0 0 a3 0 1 0 0
M: =

01 0 b3 et J 0 01 0

0 0 1 ¢3 0 0 0 1

Définissons ensuite le sous-groupe A de C* engendré par les colonnes de M et de
iJM .1l s’agit d’un réseau car M est inversible (det M = /3(a? + b2 + 2 — 1)).
Ecrivons enfin pour x, y € C*

X1y1 + (axz + bxs + cxq)(ayz + bys + cya)
1—a?2—bh%2—c2 .

H(x,y) = x2Y2 + X3Y3 + X454 +

Ceci donne visiblement une forme H sesquilinéaire hermitienne définie positive sur
C* et I’on vérifie par calcul direct que la forme alternée Im H prend des valeurs
entieres sur A x A et que son pfaffien est 3 (en fait la base fournie de A est orthogonale
pour cette forme).

Tout ceci entraine que A = C*/A est une variété abélienne munie d’une pola-
risation pour laquelle 72°(A4, £) = 3. Nous déterminons ensuite Endc(A4) comme en-
semble des matrices Z € Maty4(C) pour lesquelles Z(A) C A. Matriciellement, cette
derniére condition signifie qu’il existe U, V, W, X € Maty(Z) avec ZM = MU +
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iJIMV etiZJM = MW +iJMX. En éliminant Z et en séparant parties réelle et
imaginaire, il vient

MUM 'JM =JMX et —IMVM~YJM = MW.

Le couple (—V, W) satisfait donc la méme équation que (U, X) qui s’écrit encore
UN = NX avec N = M~'JM . Nous pouvons méme remplacer N par N’ = (a® +
b% + ¢2 —1)N qui vaut

c2+b*—a’>-1 —2ab —2ac —2a/3
—2ab c2—b2+a>—-1 —2bc —2b/3
—2ac —2bc —c2+b*+a*-1 —2¢+/3
2a//3 2b//3 2¢//3 c2+b>+a*+1

La condition imposée sur a, b, ¢ entraine que les dix coefficients présents ici sur et
au-dessus de la diagonale sont linéairement indépendants sur Q. Nous écrivons donc
N’ comme une combinaison linéaire de dix matrices Nq,..., N1o de Mat4(Q). Toute
combinaison linéaire Y de ces matrices satisfait UY = Y X. Comme nous obtenons
en particulier toutes les matrices diagonales, nous trouvons que U = X est diagonale.
En reportant dans UN = N X il vient finalement U = X = x/[ avec x € Z. De méme
—V =W =—yl donc Z =xI +iyJ.

Ce calcul nous montre End¢(A4) C ZI & ZiJ. Comme ’inclusion inverse est
immédiate nous en déduisons bien que Endc(A4) est isomorphe a Z[i] = Ok.
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